4. peatükk. REALISATSIOONIÜLESANDE LAHENDAMINE





Antud peatükk käsitleb lineaaralgebralise meetodi rakendamist diskreetse juhtimissüsteemi minimaalse esituse leidmisel ja realisatsiooniülesande lahendamisel [17, 18, 19, 28, 29]. Esitatakse kolm lihtsat erijuhtu, mille korral võib klassikalised olekuvõrrandid koostada vahetult sisend-väljund võrrandist. Samuti käsitletakse üldistatud olekuvõrrandi järgu alandamist lineaaralgebralise meetodi abil [15, 27].


4.1  Sisend-väljund võrrandi taandamine


Vaatleme ühe sisendi ja ühe väljundiga mittelineaarset kõrgemat järku diferentsvõrrandit, mis seob sisendit u, väljundit y ja lõplikku arvu nende nihkeid aja suhtes


( ( y(t), … , y(t + n), u(t), u(t + s) ) = 0.	(4.1)


Muutujad u ( (, y (Y ( ( ja ( : Yn + 1 ( (s + 1 ( ( on analüütiline reaalmuutuja funktsioon. Eeldame, et võrrand (4.1) täidab järgmisi tingimusi:





E1	Võrrand (4.1) on üheselt lahendatav muutuja y(t + n) suhtes (vähemalt lokaalselt):


y(t + n) = ( (y(t), … , y(t + n – 1), u(t), … , u(t + s))	(4.2)


See tingimus on alati täidetud regulaarse punkti ümbruses, kus ( (y(t), … , y(t + n), u(t), …, u(t + s)) rahuldab tingimust (( (·)/(y(t + n) ( 0.





E2	((0, … , 0) = 0


Matemaatiline apartuur, mida me kasutame, opereerib mitte võrrandite, vaid nende diferentsiaalidega. Seetõttu ei ole võimalik vahet teha võrrandite ( (·) = 0 ja ( (·) + const = 0 vahel ning need võrrandid loetakse ekvivalentseteks.





E3	(( (·)/((y(t), u(t)) ( 0 


Kui võrrand ( (·) = 0 ei sisalda muutujaid u(t) ega y(t), siis rakendades võrrandile vajalik arv kordi tagasinihkeoperaatorit, saame võrrandi, mis rahuldab eeldust E3.





E4	Võrrand (4.1) ei ole dekomponeeritav lihtsamateks võrranditeks. See eeldus välistab sellised võrrandid nagu y(t + 2) y(t) + u(t)[u(t) – y(t) – y(t + 2)] = 0, mis on vaadeldav võrrandite y(t) = u(t) ja y(t + 2) = u(t) kompositsioonina.





Definitsioon 4.1 Jada {u(t), y(t), t ( 0} nimetatakse sisend-väljund võrrandi (4.1) lahendiks, kui iga t ( 0 korral u(t) ja y(t) rahuldavad seda võrrandit.





Kui eeldus E1 on täidetud, siis on sisend-väljund võrrandi (4.1) lahend fikseeritud algtingimuste y(0), … , y(n – 1), u(0), … , u(s) ja etteantud sisendjada korral üheselt määratud. Vastupidine väide ei kehti. Süsteemi lahend ei määra üheselt rekursiivset võrrandit (4.1). Erinevad sisend-väljund võrrandid võivad tegelikult kirjeldada üht ja sama protsessi. See toobki meid diskreetsete sisend-väljund süsteemide ekvivalentsiprobleemi juurde. On antud süsteemi mingi rekursiivne kuju (4.1). Tuleb leida minimaalne rekursiivne esitus, mille korral n oleks võimalikult väike täisarv ja mis oleks ekvivalentne süsteemiga (4.1)





Kui eeldus E1 on täidetud, võime koos y(t + n) suhtes ilmutatud sisend-väljund võrrandiga (4.2) vaadelda ka tema olekuvõrrandiga esitatud nn. laiendatud süsteemi, mille sisendiks on 


v(t) = u(t + s + 1)


ja olekuks


z(t) = [y(t), … , y(t + n – 1), u(t), … , u(t + s)]T.


Laiendatud süsteemi olekuvõrrand on


	z(t + 1)	= fe(z(t), v(t))


	y(t)	= z1(t),		(4.3)


kus funktsioon fe on määratud järgmiselt:


	z1(t + 1)	= z2(t)


     …


	zn – 1(t + 1)	= zn(t)


	zn(t + 1)	= ((z(t))


	zn + 1(t + 1)	= zn + 2(t)		(4.4)


     …


	zn + s(t + 1)	= zn + s + 1(t)


	zn + s + 1(t + 1)	= v(t)


Süsteem (4.3) ei anna meile võrrandi (4.2) minimaalset realisatsiooni, kuid (4.2) ja (4.3) lahendite hulgad {u(t), y(t), t ( 0} on võrdsed. Eelduse E3 tõttu rahuldab kujutus fe : Z ( ( ( Z tingimust rank�= n + s + 1 peaaegu kõikide paaride (z, v) korral. Kogu edaspidine analüüs ja ekvivalentsuse kontroll baseeruvad süsteemil (4.3). Koostame nüüd laiendatud süsteemi (4.3) jaoks alamruumide jadad {Ik} ja {Hk} nii nagu on kirjeldatud eelmises peatükis.





Definitsioon 4.2 Öeldakse, et võrrand (4.2) on taandumatu, kui tema laiendatud süsteemi korral kehtib tingimus


H( = (.	(4.5)


Märkus. Alamruumi H( võib asendada alamruumiga I(.





Näide 4.3. Vaatleme sisend-väljund diferentsvõrrandit, [18]:


y(t + 1) = y(t) u(t).	(4.6)


Laiendatud olekuvõrrandid on


	z1(t + 1)	= z1(t) z2(t)


	z2(t + 1)	= v(t),


kus 


	z1(t)	= y(t)


	z2(t)	= v(t)





Arvutame alamruumide jada {(k}:


	H1	= spanK{dz1(0), dz2(0)}


	H2	= spanK{dz1(0)}


	H3	= (


Sama jada võib esitada ka sisend-väljund võrrandi muutujates.


	H1	= spanK{dy(0), du(0)}


	H2	= spanK{dy(0)}


	H3	= (


Vastavalt definitsioonile on süsteem (4.6) taandumatu.





Näide 4.4 Vaatame süsteemi, mis on esitatud sisend-väljund võrrandiga [18]:


y(t + 2) = y(t + 1)u(t + 1) – y(t) u(t) + y(t + 1).	(4.7)


Laiendatud süsteem on 


	z1(t + 1)	= z2(t)


	z2(t + 1)	= z2(t) – z1(t) z3(t) + z2(t) z4(t)


	z3(t + 1)	= z4(t)


	z1(t + 1)	= v(t),


kus


	z1(t)	= y(t)


	z2(t)	= y(t + 1)


	z3(t)	= u(t)


	z1(t)	= u(t + 1).


Arvutame alamruumide jada {(k}:


	H1	= spanK{dy(0), dy(1), du(0), du(1)}


	H2	= spanK{dy(0), dy(1), du(0)}


	H3	= spanK{dy(0), dy(1) – y(0) du(0)}


	H4	= spanK{ – dy(1) + y(0) du(0) + u(0) dy(0)}


		= spanK{d(– y(1) + y(0) u(0))}


	H5	= H4	


Definitsiooni põhjal on süsteem (4.7) on taanduv.





Näide 4.5 Vaatame sisend-väljund võrrandit, [18]:


y(t + 2) = y(t + 1) u(t + 1) – y(t) y(t + 1) + y2(t) u(t).	(4.8)


Arvutame alamruumide jada {(k}:


	H1	= spanK{dy(0), dy(1), du(0), du(1)}


	H2	= spanK{dy(0), dy(1), du(0)}


	H3	= spanK{dy(0), dy(1) – y(0) du(0)}


	H4	= spanK{ dy(1) – y(0) du(0) – u(0) dy(0)}


	H5	= (	


Süsteem on definitsiooni kohaselt taandumatu.





Näide 4.6 Vaatame sisend-väljund võrrandit, [18]:


y(t + 2) = y(t) u(t) u(t + 1).	(4.9)


Arvutame alamruumide jada {(k}:


	H1	= spanK{dy(0), dy(1), du(0), du(1)}


	H2	= spanK{dy(0), dy(1), du(0)}


	H3	= spanK{dy(0), u(0) dy(1) – y(1) du(0)}


	H4	= spanK{ – u(0) y(0) dy(1) + u(0) y(1) dy(0) + y(0) y(1) du(0)} = 


		= spanK�


		=spanK {d(– ln y(1) + ln y(0) + ln u(0))}		(4.10)


	H5	= H4


Süsteem ei ole taandumatu.





�
Teoreem 4.7 Süsteemi (4.3) jaoks on ekvivalentsed järgmised tingimused [2]:


H( = (


Suvalisel mittekonstantsel funktsioonil f(z(0)) on lõplik hilistumise järk.


Võrrandiga (4.3) määratud süsteem on juhitav.





Kui laiendatud süsteemi (4.3) jaoks leitud H( = (, siis sisend-väljund võrrand (4.1) on taandumatu. Kui aga H( ( (, siis valime ruumist H( suvalise 1-vormi d(r ( 0. See 1-vorm on alati eksaktne diferentsiaalvorm, sest ruumis H( leidub alati integreeruv baas, [2]. Diferentsiaalvormi d(r nimetatakse võrrandi (4.1) taandatud diferentsiaalvormiks. 





Pärast d(r integreerimist saame koostada uue võrrandi (r(·) = 0. Kui uus võrrand rahuldab eeldusi E1 – E4, siis kontrollime, kas ta on taandumatu või saab teda taandada. Võrrandi järk n alaneb igal sammul. Nii jätkates jõuame lõpuks taandumatu võrrandini ( ir(·) = 0. Diferentsiaal�vormi d( ir nimetatakse süsteemi (4.1) taandumatuks diferentsiaalvormiks. Võib ka juhtuda, et võrrand (r(·) = 0 ei rahulda mõnda eeldustest E1 – E4, (vt. näidet 4.10). Sel juhul ei saa otsustada, kas süsteem on taandumatu.





Definitsioon 4.8 Öeldakse, et kaks taandumatul kujul olevat süsteemi on ekvivalentsed, kui neil on sama taandumatu diferentsiaalvorm.





Näide 4.9 Vaatame sisend-väljund võrrandeid (4.6) ja (4.7). Võrrand (4.6) on taandumatu. Võrrandi (4.7) jaoks, mis ei ole taandumatu, defineerime:


	d( r	= – dy(t + 1) + y(t) du(t) + u(t) dy(t) = 


		= d(y(t + 1) – y(t)u(t))


Meie definitsiooni kohaselt on süsteemid (4.6) ja (4.7) ekvivalentsed, kuna neil on sama taandumatud diferentsiaalvorm d(y(t + 1) – y(t)u(t)).





Näide 4.10 Vaatame sisend-väljund võrrandeid (4.6) ja (4.9). Võrrandi (4.9) võib saada võrrandist (4.6), nihutades viimast ühe sammu võrra edasi, 


	y(t + 2)	= y(t + 1) u(t + 1)


ja tulemuses asendame y(t + 1) = y(t) u(t). Süsteemide ekvivalentsuse kohta ei saa midagi väita, sest süsteemi (4.9) taandatud diferentsiaalvorm


	d( r	= d(– ln y(t + 1) + ln y(t) + ln u(t))


ei rahulda eeldust E2.





4.2  Taandatud mudeli realiseerimine


Vaatleme taandumatut sisend-väljund diferentsvõrrandit (4.1), mis rahuldab eeldusi E1 – E4. Taandumatuse nõue on siin oluline, sest ainult nii saame minimaalsed (s.o jälgitavad ja juhitavad) olekuvõrrandid. Põhimõtteliselt võiks realiseerida ka taandamata sisend-väljund võrrandit, kuid siis oleks realisatsioon mittejuhitav. Eeldame, et võrrandi kuju (4.2) jaoks on koostatud laiendatud süsteem ja alamruumide jada {Hk}. Taandatud sisend-väljund võrrandi realisatsiooniülesanne seisneb võrrandi (4.2) jaoks võrrandite


	x(t + 1)	= f(x(t), u(t))


	y(t)	= h(x(t))	(4.11)


konstrueerimises. Jada {u(t), y(t), t ( 0}, mis genereeritakse süsteemi (4.11) poolt peab olema võrdne jadaga {u(t), y(t), t ( 0}, mis rahuldab võrrandit (4.2). Sel juhul öeldakse, et süsteem (4.11) on võrrandi (4.2) realisatsioon. Öeldakse, et süsteem (4.2) on realiseeritav klassikalisel olekukujul, kui talle leidub realisatsioon kujul (4.11). On teada tarvilikud ja piisavad tingimused selleks, et võrrand (4.2) oleks realiseeritav.





Teoreem 4.11 Taandumatu sisend-väljund võrrandiga (4.2) esitatud mittelineaarsel süsteemil on olemas minimaalne olekuruumi realisatsioon siis ja ainult siis, kui alamruum Hk on täielikult integreeruv iga 1 ( k ( s +2 korral.





Alamruumi Hk täielik integreeruvus tähendab, et alamruumil leidub integreeruv baas. Seda on lihtne kontrollida Frobeniuse teoreemi (2.11) abil. Esitame siinkohal ainult teoreemi tõestuse piisava osa, mis annab meile meetodi klassikaliste olekuvõrrandite leidmiseks: selgub, et sobivad olekukoordinaadid on määratud Hs + 2 integreeruva baasiga. Teoreemi täieliku tõestuse võib leida artiklist [17].





Tõestus. Piisavus. 


Konstrueerime alamruumid H1, … , Hs + 2. Eeldame, et kõik need alamruumid on täielikult integreeruvad. Olgu {d(1, … , d(n} ruumi Hs + 2 baas. Järgmiseks näitame, et alamruumid H1, … , Hs + 1 võib kirja panna järgmisel kujul:


	Hs + 1	= Hs + 2 ( spanK{du(0)}


	Hs	= Hs + 2 ( spanK{du(0), du(1)}


     …	(4.12)


	H1	= Hs + 2 ( spanK{du(0), … , du(s)}


Esiteks, paneme tähele, et 1-vormide d(1, … , d(n hilistumise järk on suurem või võrdne s + 2. Alamruum Hs + 1 on selliste 1-vormide ruum, mille hilistumise järk on suurem või võrdne s + 1. Süsteemi (e struktuuri tõttu on 1-vormi du(0) hilistumise järk s + 1, seega du(0) ( Hs + 1. Et süsteemi (4.12) esimene võrdus kehtiks, peab du(0) olema sõltumatu 1-vormidest  d(1, … , d(n. See on nii, kuna vastasel korral 1-vormi 


	du(0)	= ((id(i


hilistumise järk oleks suurem või võrdne s + 2-ga. See aga viib vastuoluni. Analoogiliselt saab tõestada ka süsteemi (4.12) teised võrdused.





Nüüd võtame laiendatud olekuruumis Z kasutusele koordinaatide teisenduse:


	x1	= (1(z)


	x2	= (2(z)


     …


	xn	= (n(z)


	xn + 1	= (n + 1(z) = u(0)


     …


	xn + s + 1	= (n + s + 1(z) = u(s)


Definitsiooni tõttu (Hs + 2 ( Hs + 1 ehk


	(d(i	= ((id(i + (du(0),


seega laiendatud süsteem uutes koordinaatides on kujul


�
	xi(t + 1)	= fi(x(t), u(t)), i = 1, … , n.


	u(t + 1)	= u(t + 1)


     …	(4.13)


	u(t + s)	= u(t + s)


	u(t + s + 1)	= v(t)


	y(t)	= x1(t)


kus fi on mingi funktsioon. Süsteemi (4.13) esimene ja viimane võrrand annavad klassikalised olekuvõrrandid. (





Saadud olekuvõrrand on juhitav, sest nii olekuvõrrandil kui laiendatud süsteemil on sama H(. Laiendatud süsteemi korral aga H( = (, sest sisend-väljund võrrand oli taandumatu. Saadud klassikaline olekuvõrrand on jälgitav, sest olekukoordinaadid on z = z(t) = [y(t), … , y(t + n –1), u(t), … , u(t + s)]T funktsioonid.





Märkus. Realiseeritavuse kontrollil võib jada {Hk} asendada jadaga {Ik}, kuid viimase baas ei anna meile olekukoordinaate klassikaliste olekuvõrrandite leidmiseks.





Näide 4.13 Vaatleme neutronkineetika mudelit, [3].


	y(t + 2)	= a1 y(t + 1) + a2 y(t) + b1 y(t + 1) u(t + 1) + b2 y(t) u(t)		(4.14)


See on taandumatu võrrand. Arvutame alamruumide jada {Hk}:


	H1	= spanK{dy(0), dy(1), du(0), du(1)}


	H2	= spanK{dy(0), dy(1), du(0)}


	H3	= spanK{dy(0), dy(1) – b1 y(0) du(0)} = 


		= spanK{dy(0), d(y(1) – b1 y(0) u(0))}


Kõik alamruumid on täielikult integreeruvad ja H3 defineerib alamruumi spanK{dx(0)}. Seega võime olekumuutujad defineerida järgmiselt:


	x1(t)	= y(t)


	x2(t)	= y(t + 1) – b1 y(t) u(t)		(4.15)


Nihutame neid võrrandeid ühe sammu võrra edasi:


	x1(t + 1)	= y(t + 1)


	x2(t + 1)	= y(t + 2) – b1 y(t + 1) u(t + 1)		(4.16)


Saadud süsteemis asendame esmalt y(t + 2) lähtevõrrandist (4.14), seejärel avaldame süsteemist (4.15) muutujad y(t) = x1(t) ja y(t + 1) = x2(t) + b1 x1(t) u(t) ning asendame ka need. Saame klassikalised olekuvõrrandid:


	x1(t + 1)	= b1 u(t) x1(t) + x2(t)


	x2(t + 1)	= a2 x1(t) + b2 u(t) x1(t) + a1[b1 u(t) x1(t) + x2(t)]		(4.17)


	y(t)	= x1(t)





Näide 4.14 Vaatleme taandumatut sisend-väljund diferentsvõrrandit


	y(t + 4)	= u(t + 3) u(t + 1) y(t + 2) + u(t) + y(t)		(4.18)


Arvutame alamruumide jada {Hk}:


	H1	= spanK{dy(0), dy(1), dy(2), dy(3), du(0), du(1), du(2), du(3)}


	H2	= spanK{dy(0), dy(1), dy(2), dy(3), du(0), du(1), du(2)}


	H3	= spanK{dy(0), dy(1), dy(2), dy(3) – u(0) y(1) du(2), du(0), du(1)}


	H4	= spanK{dy(0), dy(1), dy(3) – u(0) y(1) du(2), du(0),


		dy(2) + [u(0) u(2) y(0) y(1) – y(0) y(3) + y(0) y( – 1)] du(1)}


Alamruumid H1, H2 ja H3 on täielikult integreeruvad, aga H4 ei ole. Seega süsteemi (4.18) ei saa esitada klassikaliste olekuvõrrandite abil ja H5 arvutamisel ei ole enam mõtet.





4.3  Raskused diferentsiaalvormide integreerimisel


Eelmises paragrahvis kirjeldatud realisatsiooniülesande lahendamise meetod sisaldab endas alaülesandena diferentsiaalvormide süsteemi integreerimist. Eeldame, et oleme sisend-väljund võrrandi jaoks arvutanud alamruumide jada H1, … , Hs + 2. Samuti eeldame, et kõik need alamruumid on täielikult integreeruvad. Järgmiseks tuleb leida alamruumile Hs + 2 = spanK{(1, … , (n} mingi integreeruv baas. Teiste sõnadega, tuleb leida ruumile Hs + 2 selline baas, mille elemendid oleksid mingi funktsiooni täisdiferentsiaalid. Seda võib kirjutada järgmiselt: Hs + 2 = spanK{dx1, … , dxn}. Võib ka öelda, et tuleb leida baas, mille elemendid oleksid eksaktsed 1-vormid. Kuna 1-vormid (1, … , (n rahuldavad Frobeniuse tingimust (2.17), siis integreeruv baas leidub kindlasti. Veel enam, selliseid baase on lõpmata palju. Kuidas seda aga leida? Praegusel hetkel ei ole teada, et keegi oleks suutnud selle probleemi lõplikult lahendada, kuid ilmselt selles suunas töötatakse.





Kirjeldatud ülesannet tuntakse ka Pfaffi süsteemi 


(i ( Ai1 dx1 + … + Aip dxp = 0,  i = 1, … , n 	(4.19)


lahendamisena. On vaja leida kordajad (i1, … , (in nii, et 


d((i1(1 + … + (ii(i + … + (in(n) = 0 ja (ii ( 0, i = 1, … , n.	(4.20)


Viimase tingimuse võib esitada osatuletistega diferentsiaalvõrrandite süsteemi abil. Võrduse (4.20) võib kirjutada ka kujul 


d(Bi1dx1 + … + Bipdxp) = 0,	(4.21)


kus 


	Bi1	:= (i1A11 + … + (inAn1 


      …


	Bip	:= (i1A1p + … + (inAnp


	(ii	( 0 ja i = 1, … , n.


Võrdus (4.21) kehtib parajasti siis, kui kehtivad võrdused


�, kus l, k = 1, … , p ja k < l.


Saadud osatuletistega diferentsiaalvõrrandite süsteemi ei ole lootust üldkujul lahendada. (( lahendab üksikuid osatuletistega diferentsiaalvõrrandeid, kuid võrrandisüsteeme saab lahendada ainult numbriliselt. Realisatsiooniülesande lahendamisel on integreeruva baasi leidmine möödapääsmatu ülesanne, seetõttu on välja töötatud hädapärane algoritm, millega saab probleemi mõnedel lihtsamatel juhtudel lahendada. Vastava funktsiooni nimi meie programmis on IntegratePfaff. Seda programmi on kindlasti võimalik täiustada. Samas tasub küsida kui palju aega ja vaeva on mõtet täiustamise peale kulutada, sest probleemile üldise lahenduse leidmine, kui see üldse võimalik on, vajaks teistsuguseid ja võimsamaid matemaatilisi vahendeid.





Eeldame, et baas {(1, … , (n} on maksimaalselt lihtsustatud algoritmi 3.14 abil.





Algoritm 4.15 Alamruumi baasi integreerimine


Eeldame, et meil on antud alamruumi baas {(1, … , (n}, mis on lihtsustatud algoritmi 3.14 abil. Iga 1-vorm (i, i = 1, ... , n rahuldab ühte kolmest tingimusest:


1.	d(i = 0


1-vorm (i on eksaktne diferentsiaalvorm ja 


( xi  nii, et dxi = (i.





2.	d(i ( 0, kuid d(i ( (i = 0


Sel juhul saab leida integreeruvusteguri (ii ( 0, millega (i korrutades saame eksaktse diferentsiaalvormi. See tähendab


((ii nii, et d((ii (i) = 0.


Teguri (ii leidmine sõltub (i-st.





a)	Kui (i = Ai1dz1 + Ai2dz2,


tuleb (ii leidmiseks lahendada osatuletistega diferentsiaalvõrrand


�EMBED Equation.3���


Sellise võrrandi suudab (( enamasti lahendada ja funktsioon IntegratePfaff leiab integreeruvusteguri automaatselt.





b)	Kui (i = Ai1dz1 + Ai2dz2 + Ai3dz3,


tuleb (ii leidmiseks lahendada osatuletistega diferentsiaalvõrrandite süsteem


�EMBED Equation.3���


Niisugust süsteemi (( analüütiliselt lahendada ei suuda. Funktsiooni IntegratePfaff töö katkeb ja väljastatakse veateade. Sellest hoolimata võib integreeruvustegur olla lihtne avaldis, mille kogenud inimene suudab tuvastada isegi “peale vaatamisega”. 





c)	Kui (i = Ai1dz1 + … + Aiqdziq, 3 < q < p,


siis tekib punktis b) kirjeldatuga analoogiline olukord.





3.	d(i ( (i ( 0 


Et süsteemi {(1, … , (n} jaoks on täidetud Frobeniuse tingimus, s.t. d(i ((1 ( … ((n = 0, siis 


( (i1, … , (in, (ii ( 0 nii, et d((i1 (1 + … + (in (n) = 0.


See juhtum on kõige üldisem ja kõige keerulisem.





a)	Leiame millised kordajad (ik, k = 1, … , n on nullist erinevad. Kuna meie näidetes on baasis tavaliselt vähe elemente (2 – 4), siis on see ülesanne lahendatav jõumeetodil. Jätame baasist ära elemendi (i ja järelejäänud hulgale koostame kõigi alamhulkade hulga:


( = {{(1}, …, {(n}, {(1, (2}, … , {(1, …, (n}}


Leiame esimese sellise alamhulga (j, mis täidab tingimust d(i ( (i ( (((j). Baasielemendid, mis ei kuulu alamhulka (j, võib edaspidistes teisendustes kõrvale jätta.





b) Eeldame, et (ii = 1.





c)	Avame 1-vormis (i sulud ja vaatleme iga liidetavat eraldi. Eesmärgiks on välja selgitada, millised liidetavad muudavad 1-vormi mitteeksaktseks ja seejärel muuta need liidetavad eksaktseteks. On äärmiselt oluline, millisest liidetavast protsessi alustada. Funktsioon IntegratePfaff alustab tööd sellest liidetavast, milles on kõige rohkem muutujaid. Näiteks 1-vormi  z� eq \o(1,2)�dz2 + z1z3dz2 + 3z� eq \o(2,3)�dz3 analüüsi alustatakse teisest liidetavast. Loomulikult ei ole selline valik paljudel juhtudel ratsionaalne, kuid sügavamat analüüsi programm esialgu ei ole võimeline teostama. Iga liidetava korral esinevad järgmised alajuhtumid, toodud selles järjekorras nagu programm neid kontrollib:





i)	Liidetav on eksaktne, kui ta on kujul f(zj)dzj näiteks 3z� eq \o(1,2)� dz1.





ii)	Liidetav on eksaktne vorm koos mõne teise liidetavaga, näiteks f(z1, z2, z3)dz1 on eksaktne koos elementidega �EMBED Equation.3��� ja �EMBED Equation.3���. Seega tuleb kontrollida, kas sellised avaldised on 1-vormis olemas. Kui on, siis moodustavad need kolm diferentsiaali kokku avaldise �EMBED Equation.3���täisdiferentsiaali ja ükski neist ei saa olla mitteeksaktsuse põhjuseks.





iii) Kui kumbki eelpool kirjeldatud variantidest ei sobi, proovib programm liita (i-le mingit teist elementi alamhulgast (j nii, et meie vaadeldav liidetav taandub välja. See teisendus teostakse siis, kui tulemus on lihtsam esialgsest vormist (i.





iv)	Järgmiseks proovib programm liita 1-vormile (i teiste elemente alamhulgast (j nii, et tekiksid täisdiferentsiaali puuduvad osad. Näiteks f(z1, z2, z3)dz1 jaoks tuleb tekitada elemendid  �EMBED Equation.3��� ja �EMBED Equation.3���.





v)	Kui ükski eeltoodud võimalustest ei sobi, siis on võimalik, et eeldus (ii = 1 on vale. Programm püüab leida sobiva integreeruvuskonstandi ja seejärel alustab jälle üksikute liidetavate eksaktsuse kontrolli.





d)	Kui 1-vormi ei õnnestu eksaktseks teisendada, siis teatud arvu sammude järel katkestab programm töö ja väljastab veateate.





�
4.4  Lihtsad mudelid


Nagu eelmises paragrahvis kirjeldatud, võib integreeruva baasi leidmine sisend-väljund võrrandi realiseerimisel mõnikord kujuneda ületamatuks takistuseks. Seepärast on kasulik uurida ka alternatiivseid meetodeid, mis ei nõuaks keerulise alaülesande lahendamist. Ühte võimalust allpool kirjeldame. 


Vaatleme sisend-väljund võrrandit kujul (4.2). Kui (  on teatud kindla kujuga funktsioon, siis võib klassikalised olekuvõrrandid koostada lähtudes vahetult funktsioonist ( . Allpool vaatleme kolme sellist mudelite klassi, mille jaoks on teada klassikaliste olekuvõrrandite koostamise eeskiri [19].





1. mudelite klass. Tunnuseks on asjaolu, et võrrand sisaldab juhttoimet ainult ajahetkel t. Võrrandi üldkuju on


y(t + n) = f(y(t + n – 1), … , y(t), u(t))	(4.22)


Vastavad olekuvõrrandid on


	x1(t + 1)	= x2(t)


	x2(t + 1)	= x3(t)


     …


	xn – 1(t + 1)	= xn(t)		(4.23)


	xn(t + 1)	= f(xn(t), … , x1(t))


	y(t)	= x1(t).





2. mudelite klass. Siin on funktsioon dekomponeeritav n funktsiooni summaks, kusjuures iga funktsioon sõltub ainult argumentidest ühel kindlal ajahetkel:


	y(t + n)	= f1(y(t + n – 1), u(t + n – 1)) + 


		+ f2(y(t + n – 2), u(t + n – 2)) +


		              …		(4.24)


		+ fn(y(t), u(t))


Vastavad olekuvõrrandid on


	x1(t + 1)	= x2(t) + f1(x1(t), u(t))


	x2(t + 1)	= x3(t) + f2(x1(t), u(t))


     …


	xn – 1(t + 1)	= xn(t) + fn – 1(x1(t), u(t))		(4.25)


	xn(t + 1)	= fn(x1(t), u(t))


	y(t)	= x1(t).





Näide 4.16 Vaatleme siin üht identifitseerimise tulemusena saadud võrrandit [7], mis kirjeldab ühendatud anumate süsteemi vedeliku taset. Vedeliku sissevoolamise kiirus on u ja vedeliku tase koonusekujulises anumas on y.


	y(t + 3)	= 0.43y(t + 2) + 0.681y(t + 1) – 0.149y(t) + 0.396u(t + 2) + 0.014u(t + 1) – 


		– 0.071u(t) – 0.351y(t + 2)u(t + 2) – 0.03y(t + 1)2 – 0.135y(t + 1)u(t + 1) – 


		– 0.027y(t + 1)3 – 0.108y(t + 1)2u(t + 1) – 0.099u(t + 1)3 


Toodud võrrand sobib ilmselt antud mudelite klassi ja me võime otsekohe vastavalt eeskirjale koostada olekuvõrrandid.


�
	x1(t + 1)	= x2(t) + 0.43x1(t) + 0.396u(t) – 0.351x1(t)u(t)


	x2(t + 1)	= x3(t) + 0.681x1(t) + 0.014u(t) – 0.03x1(t)2 – 0.135x1(t)u(t) – 0.027x1(t)3 – 


		– 0.108x1(t)2u(t) – 0.099u(t)3 


	x3(t + 1)	= – 0.149x1(t) – 0.071u(t)


	y(t)	= x1(t)





3. mudelite klass. Ka siin peab funktsioon olema esitatav teatava summana, mille üldkuju on


	y(t + n)	= fn – k(y(t + k), y(t + k – 1), … , y(t), u(t)) +


		+ fn – k – 1(y(t + k + 1), y(t + k), … , y(t + 1), u(t + 1)) +


     …	(4.26)


		+ f1(y(t + n – 1), … , y(t + n – k – 1), u(t + n – k – 1)),


kus 0 ( k ( n – 1.


Vastavad olekuvõrrandid on 


	x1(t + 1)	= x2(t)


     …


	xk(t + 1)	= xk + 1(t)


	xk + 1(t + 1)	= xk + 2(t) + f1(xk + 1(t), … , x1(t), u(t))


	xk + 2(t + 1)	= xk + 3(t) + f2(xk + 1(t), … , x1(t), u(t))		(4.27)


     …


	xn – 1(t + 1)	= xn(t) + fn – k – 1(xk + 1(t), … , x1(t), u(t))


	xn(t + 1)	= fn – k(xk + 1(t), … , x1(t), u(t))


	y(t)	= x1(t)


Kaks esimest mudelite klassi on vaadeldavad 3. klassi erijuhtudena. Kui võtta seal k = n – 1, saame 1. mudelite klassi, kui võtta k = 0, saame 2. klassi. Vaadates probleemi arvuti positsioonilt, võime edaspidi kaks esimest mudelite klassi kõrvale jätta. Kui meil on programm, mis tunneb ära ja oskab realiseerida 3. klassi mudeleid, tuleb see toime ka kahe esimesega klassiga.





Esitame algoritmi, mis teeb suvalise võrrandi


y(t + n) = ( (y(t), … , y(t + n – 1), u(t), … , u(t + s))


korral kindlaks, kas võrrand määrab kolmanda klassi mudeli ning jaatava vastuse korral leiab funktsioonid f1, … , fn – k.





Algoritm 4.17 Kolmandat tüüpi mudelite kontroll


1.	Määrame arvud n ja s kui väljundi ja sisendi maksimaalse nihke.


2.	Leiame k = n – s – 1.


3.	Omistame algväärtuse muutujatele f1 = … = fn – k = 0.


4.	Avame võrrandi (4.26) paremal pool vajaduse korral sulud ja vaatleme funktsiooni ((·) summana:


y(t + n) = �


�
5.	Iga liidetava i = 1, … , p korral toimime järgmiselt:


	i) Määrame arvud shiftmin ja shiftmax  


shiftmin  = min{ni min, … , ni max, si min, … , si max}


shiftmax = max{ni min, … , ni max, si min, … , si max}


	ii) Kontrollime kahte tingimust:


		a) shiftmax – shiftmin ( k 


		b) Kui avaldis ( i sisaldab argumenti u(·), siis kontrollime tingimust


si min = … =   si max = shiftmin 


Kui ( i(·) ei sisalda argumenti u(·) ei nõuta rohkem midagi.


iii) Kui mõlemad tingimused a) ja b) on täidetud, siis liidetav (i(·) sobib funktsiooni � komponendiks, s.t.


� : = � + (i(·)


Kui vähemalt üks tingimustest ei ole täidetud, siis vaadeldav võrrand ei kuulu kolmandasse mudelite klassi ja kogu algoritmi täitmine katkestatakse.





Näide 4.18 Vaatleme võrrandit


	y(t + 4) = y(t + 1)[u(t + 1)y(t)2 + u(t + 2)]


Leiame, et


	n = 4, s = 2 ja k = 1.


Avame võrrandi paremal pool sulud, saame:


	y(t + 4) = u(t + 1)y(t + 1) + y(t)2y(t + 1) + y(t + 1)u(t + 2)


Esimene liidetav ( 1 = u(t + 1)y(t + 1).


	shiftmin = shiftmax = 1 ja f4 – 1 – 1 = f2 = ( 1 


Teine liidetav ( 2 = y(t)2y(t + 1),


	shiftmin = 0 ja shiftmax = 1 ja f4 – 0 – 1 = f3 = ( 2 


Kolmas liidetav ( 3 =  y(t + 1)u(t + 2)


	shiftmin = 1 ja shiftmax = 2 , kuid s3min = 2 ( shiftmin = 1.


Seega ei kuulu antud võrrand kolmandasse mudelite klassi, järelikult ei saa me antud juhul lihtsate mudelite meetodit kasutada.





4.5  Sisend-väljund võrrandi teisendamine üldistatud olekuvõrrandiks


On antud mudel oma sisend-väljund võrrandiga kujul (4.2).


y(t + n) = ( (y(t), … , y(t + n – 1), u(t), … , u(t + s)).


Sisend-väljund võrrandiga antud mudeli saab alati esitada üldistatud olekuvõrrandiga kujul


	x(t + 1)	= f(x(t), u(t), … u(t +())


	y(t)	= h(x1(t))	(4.28)


Üldistatud olekuvõrrand on alternatiiviks juhul kui mudelit ei saa realiseerida. Mõnikord aga õnnestub alandada üldistatud olekuvõrrandi järku nii, et süsteemi (4.28) saame asendada süsteemiga kujul


	� eq \o(x,~)�(t + 1)	= g(� eq \o(x,~)�(t), u(t), … , u(t + ())


	y(t)	= � eq \o(h,~)�(� eq \o(x,~)�(t))	(4.29)


kusjuures ( < (.


Selleks, et saada sisend-väljund võrrandist (4.2) süsteemi (4.28) defineerime olekumuutujad järgmiselt:


xi(t) : = y(t + i – 1),  kus i = 1, … , n.


Definitsiooniga arvestades võime võrrandile (4.2) anda kuju


	x1(t + 1)	= x2(t)


	x2(t + 1)	= x3(t)


     …	(4.30)


	xn(t + 1)	= ( (x1(t), … , xn(t), u(t), … , u(t + s))


	y(t)	= x1(t)


Viimane süsteem ongi mudeli üldistatud olekuvõrranditeks.





Näide 4.19 Vaatleme sisend-väljund võrrandit (4.18). Defineerime olekumuutujad järgmiselt:


	x(t)	= (y(t), y(t + 1), y(t + 2), y(t + 3))T.


Süsteemi (4.18) saab esitada üldistatud olekuvõrrandiga:


	x1(t + 1)	= x2(t)


	x2(t + 1)	= x3(t)


	x3(t + 1)	= x4(t) 		(4.31)


	x4(t + 1)	= u(t) + x1(t) + u(t + 1) u(t + 3) x3(t)


	y(t)	= x1(t)





4.6  Üldistatud olekuvõrrandi taandamine klassikalisele kujule


Olgu meil antud üldistatud olekuvõrrand kujul 


x(t + 1) = f(x(t), u(t), … , u(t + ()).	(4.32)


Siin muutuja x ( X ( (n on olekumuutuja, u ( ( on sisendmuutuja ja f on piirkonnas ( ( (( + 1 defineeritud analüütiline reaalmuutuja funktsioon. Meie ülesandeks on viia süsteem klassikali�sele olekukujule


� eq \o(x,~)�(t + 1) = � eq \o(f, ~)�(� eq \o(x,~)�(t), u(t))..	(4.33)


Koostame üldistatud olekuvõrrandiga (4.32) kirjeldatud süsteemi jaoks laiendatud olekusüsteemi, mille sisendiks on


v(t) = u(t + ( + 1)


ja olekuks


z(t) = [x1(t), … , xn(t), u(t), … , u(t + ()]T.


Laiendatud süsteemi olekuvõrrandid on


z(t +1) = fe(z(t), v(t)),	(4.34)


kus funktsioon fe on defineeritud järgmiselt:


	z1(t + 1)	= f1(z(t))


     …


	zn(t + 1)	= fn(z(t))


	zn + 1(t + 1)	= zn + 2(t)		(4.35)


     …


	zn + ((t + 1)	= zn + ( + 1(t)


	zn + ( + 1(t + 1)	= v(t)


Eelduse E3 tõttu rahuldab kujutus fe : Z ( ( ( Z tingimust rank�= n + ( + 1 peaaegu kõikide paaride (z, v) korral. Koostame nüüd laiendatud süsteemi (4.35) jaoks alamruumide jadad {Ik} ja {Hk} nagu kirjeldatud 3. peatükis. Anname tarvilikud ja piisavad tingimused selleks, et süsteem (4.32) oleks üldistatud olekuteisenduse 


� eq \o(x,~)�(t) = ( (x(t), u(t), … , u(t + ( – 1))	(4.36)


abil viidav klassikaliseks olekuvõrrandiks


� eq \o(x,~)�(t + 1) = � eq \o(f, ~)�(� eq \o(x,~)�(t), u(t)).


Seda probleemi võib käsitleda ka üldisemalt: Millal on võimalik teisendada süsteem (4.32) üldistatud olekuteisenduse 


� eq \o(x,~)�(t) = ( (x(t), u(t), … , u(t + ())	(4.37)


abil süsteemiks


� eq \o(x,~)�(t + 1) = g(� eq \o(x,~)�(t), u(t), … , u(t + ()),	(4.38)


kus ( < (. Vastuse sellele küsimusele annab järgmine teoreem:





Teoreem 4.20 Üldistatud olekuteisendus (  kujul (4.37), mis teisendab mittelineaarse süsteemi (4.32) kujule (4.38) eksisteerib siis ja ainult siis, kui iga 1 ( k ( ( – ( + 2 korral alamruum Hk on täielikult integreeruv.





Tõestame siin teoreemi piisava osa, kuna see annab meetodi üldistatud olekuteisenduse leidmiseks. Teoreemi täilik tõestus on olemas artiklis [15].





Tõestus. Piisavus.


Leiame alamruumid H1, … , H( – ( + 2. Eeldame, et kõik need alamruumid on täielikult integreeruvad. Olgu {d(1(z), … , d(n(z), du(0), … , du(( – 1)} alamruumi H( – ( + 2.baas. Järgmiseks näitame, et alamruumi H( – ( + 1 võib kirjutada järgmisel kujul


H( – ( + 1 = H( – ( + 2 ( spanK{du(()}.	(4.39)


Esiteks, paneme tähele, et d(1, … , d(n on 1-vormid, mille hilistumise järk on suurem või võrdne ( – ( + 2. Alamruum H( – ( + 1 on selliste 1-vormide ruum, mille hilistumise järk on suurem või võrdne ( – ( + 1. Süsteemi (e struktuuri tõttu on 1-vormi du(() hilistumise järk võrdne ( – ( + 1, järelikult du(() ( H( – ( + 1. Et võrdus (4.39) kehtiks, peab du(() olema sõltumatu 1-vormidest d(1, … , d(n, du(0), … , du(( – 1). See on nii, sest vastasel korral 1-vormi


du(()= (1d(1 + … + (nd(n + (0du(0) + … + (( – 1du(( – 1)


hilistumise järk oleks suurem või võrdne ( – ( + 2, mis aga viib vastuoluni.


Võtame laiendatud oleku ruumis Z kasutusele koordinaatide teisenduse:


	� eq \o(z,~)�1	= (1(z)


	� eq \o(z,~)�2	= (2(z)


     …


	� eq \o(z,~)�n	= (n(z)


	� eq \o(z,~)�n + 1	= zn + 1 = u(0)


     …


	� eq \o(z,~)�n + ( + 1	= zn + ( + 1 = u(().


Definitsiooni kohaselt (H( – ( + 2 ( H( – ( + 1, s.t. 


(d(i = a1d(1 + … + and(n + c0du(0) + … + c(du(().


Seetõttu esitub laiendatud süsteem uutes koorinaatides kujul


	� eq \o(z,~)�1(t + 1)	= g1(� eq \o(z,~)�1(t), u(t), … , u(t + ())


     …


	� eq \o(z,~)�n(t + 1)	= gn(� eq \o(z,~)�1(t), u(t), … , u(t + ())


	u(t + 1)	= u(t + 1)	(4.40)


     …


	u(t + ()	= u(t + ()


	u(t + ( + 1)	= u(t + ( + 1). (





Märkus. Üldistatud olekuteisenduse olemasolu kontrollimisel võib jada {Hk} asendada jadaga {Ik}, kuid viimane ei anna meile koordinaate olekuteisenduse leidmiseks.





Teoreemist 4.20 järeldub, et üldistatud olekuruumi võrrandit ei ole üldjuhul võimalik teisendada üldistatud olekuteisendusega olekuvõrrandiks, mis sisaldab madalamat järku sisendi nihkeid kui originaalsüsteem.





Järeldus 4.21 Üldistatud olekuteisendus ( kujul (4.36), mis teisendab mittelineaarse süsteemi (4.32) klassikaliseks olekuvõrrandiks (4.33), mis ei sisalda sisendi nihkeid, eksisteerib siis ja ainult siis, kui iga 1 ( k ( ( + 2 korral alamruum Hk on täielikult integreeruv.





Näide 4.22 Vaatleme üldistatud olekuvõrrandit


	x1(t + 1)	= x2(t)


	x2(t + 1)	= x3(t)		(4.41)


	x3(t + 1)	= x1(t) u(t) + x3(t) u(t + 2) + x2(t)


Arvutame alamruumide jada:


	H1	= spanK{dx1(0), dx2(0), dx3(0), du(0), du(1), du(2)}


	H2	= spanK{dx1(0), dx2(0), dx3(0), du(0), du(1)}


	H3	= spanK{dx1(0), dx2(0), dx3(0) – x2(0) du(1), du(0)}


	H4	= spanK{dx1(0), d[x2(0) – x1(0) u(0)], d[x3(0) – u(1) x2(0)]}


H4 on täielikult integreeruv. Defineerime olekumuutujad:


	� eq \o(x,~)�1(t)	= x1(t)


	� eq \o(x,~)�2(t)	= x2(t) – x1(t) u(t)		(4.42)


	� eq \o(x,~)�3(t)	= x3(t) – u(t + 1) x2(t)


Avaldame võrranditest (4.42) vanad olekumuutujad x1(t), x2(t) ja x3(t):


	x1(t)	= � eq \o(x,~)�1(t)


	x2(t)	= u(t) � eq \o(x,~)�1(t) + � eq \o(x,~)�2(t)		(4.43)


	x3(t)	= u(t) u(t + 1) � eq \o(x,~)�1(t) + u(t + 1) � eq \o(x,~)�2(t) + � eq \o(x,~)�3(t)


Tulemust (4.43) nihutame ühe sammu võrra edasi ja saadud süsteemi parema poole võrdsustame lähetevõrrandite (4.41) parema poolega. Saadud süsteemist avaldame � eq \o(x,~)�1(t + 1), �� eq \o(x,~)�2(t + 1) ja � eq \o(x,~)�3(t + 1):


	� eq \o(x,~)�1(t + 1)	= x2(t)


	� eq \o(x,~)�2(t + 1)	= x3(t) – u(t + 1) x2(t)		(4.44)


	� eq \o(x,~)�3(t + 1)	= u(t) x1(t) + x2(t)


Asendame tulemuses vanad olekumuutujad x1(t), x2(t) ja x3(t) süsteemist (4.43). Pärast lihtsustamist saamegi klassikalised olekuvõrrandid:


	� eq \o(x,~)�1(t + 1)	= u(t) � eq \o(x,~)�1(t) + � eq \o(x,~)�2(t)


	� eq \o(x,~)�2(t + 1)	= � eq \o(x,~)�3(t)		(4.45)


	� eq \o(x,~)�3(t + 1)	= 2 u(t) � eq \o(x,~)�1(t) + � eq \o(x,~)�2(t)





Näide 4.23 Vaatleme näites 4.19 leitud üldistatud olekuvõrrandeid (4.31). Näites 4.14 leidsime, et neile võrranditele vastavat sisend-väljund võrrandit ei saanud teisendada klassikalisele olekukujule. Püüdes leida klassikalisi olekuvõrrandeid üldisatud olekuvõrranditest lähtudes jõuame ootuspäraselt samale tulemusele: Arvutame alamruumide jada {Hk}:


	H1	= spanK{dx1(0), dx2(0), dx3(0), dx4(0), du(0), du(1), du(2), du(3)}


	H2	= spanK{dx1(0), dx2(0), dx3(0), dx4(0), du(0), du(1), du(2)}


	H3	= spanK{dx1(0), dx2(0), dx3(0), dx4(0) – u(0) x2(0) du(2), du(0), du(1)}


	H4	= spanK{dx1(0), dx2(0), dx4(3) – u(0) x2(0) du(2), du(0),


		dx3(0) + [u(0) u(2) x1(0) x2(0) – x1(0) x4(0) + x1(0) x1( – 1)] du(1)}


Alamruumid H1, H2 ja H3 on täielikult integreeruvad, aga H4 ei ole. Seega süsteemi (4.31) ei saa teisendada klassikalisele kujule. Küll aga on võimalik alandada süsteemi järku nii, et paremal poolel esineksid liikmed u(t), u(t + 1) ja u(t + 2), kuid mitte u(t + 3). Selleks lähtume viimasest integreeruvast alamruumist 


	H3	= spanK{dx1(0), dx2(0), dx3(0), d[x4(0) –  x2(0) u(0) u(2)], du(0), du(1)}


Defineerime uued olekumuutujad nüüd järgmiselt:


	� eq \o(x,~)�1(t)	= x1(t)


	� eq \o(x,~)�2(t)	= x2(t)


	� eq \o(x,~)�3(t)	= x3(t)


	� eq \o(x,~)�4(t)	= x4(t) –  x2(t) u(t) u(t + 2)


Teostades teisendusi analoogiliselt eelmise näitega jõuame tulemuseni:


	� eq \o(x,~)�1(t + 1)	= � eq \o(x,~)�2(t)


	� eq \o(x,~)�2(t + 1)	= � eq \o(x,~)�3(t)


	� eq \o(x,~)�3(t + 1)	= u(t) u(t + 2) � eq \o(x,~)�2(t) + � eq \o(x,~)�4(t)		(4.46)


	� eq \o(x,~)�4(t + 1)	= u(t) + � eq \o(x,~)�1(t)
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