3. peatükk  Lineaaralgebraline meetod





Selles peatükis käsitletakse algebralist formalismi [2, 15, 17, 18, 20], mis annab meile ühe meetodi diskreetse juhtimissüsteemi realisatsiooniülesande lahendamiseks mittelineaarsl juhul. Selleks defineeritakse edasi- ja tagasinihke operaatorid, 1-vormi hilistumise järk ning seejärel võetakse kasutusele teatud vektorruumi alamruumide jadad. Algebra põhimõisted, mida selles peatükis tarvitatakse, võib leida raamatust [11].


3.1  Juhtimissüsteemi poolt defineeritud nihkeoperaatorid


3.1.1  Korpusel ( defineeritud edasinihkeoperaator


Olgu meil antud mittelineaarne diskreetne juhtimissüsteem:


x(t + 1) = f( x(t), u(t)),   t = 0, 1, . . . 	(3.1)


kus x(t) ( (n on süsteemi olek ja u(t) ( ( on süsteemi sisend. Eeldame, et funktsioon f : (n × ( ( (n on analüütiline reaalmuutuja funktsioon. Käesolevas töös on eeldatud, et peaaegu iga paari (x, u) korral kehtivad tingimused


A  rank�EMBED Equation.3���	(3.2)


ja


B  rank�EMBED Equation.3���.	(3.3)


Süsteemi (3.1) puutuja süsteem on määratud seosega


dx(t + 1) = � eq \f(( f,( x)� (x(t), u(t)) dx(t) + � eq \f(( f,( u)� (x(t), u(t)) du(t).	(3.4)


Puutuja süsteemi vajame hiljem alamruumide jadade konstrueerimisel.


Olgu K selliste meromorfsete funktsioonide korpus, mis sõltuvad lõplikust hulgast muutujatest {x(0), u(t), t ( 0}. Iga juhtimissüsteem defineerib nihkeoperaatori.





Definitsioon 3.1 Edasinihke operaator ( : K ( K on määratud seosega


( ( ( x(0), u(0), … , u(N) )	= ( ( x(1), u(1), … , u(N + 1) ) = 


	= ( ( f( x(0), u(0)), u(1), … , u(N + 1) ),	(3.5)


kus f on määratud süsteemiga (3.1). Kasutatakse ka tähistust ( ( = ( +.





Näitame, et ( ( ( x(t), u(t), … , u(t + k) ) = ( ( f( x(t), u(t)), u(t + 1), … , u(t + k + 1) ). Süsteemist (3.1) saame:


	x(t)	=  f (x(t – 1), u(t – 1)) =


		=  f ( f (x(t – 2), u(t – 2)), u(t – 1)) =


      …


		= f ( f ( … f ( f (x(0), u(0)), u(1)), …), u(t – 1))


Järelikult on võimalik iga meromorfne funktsioon (( x(t), u(t)) kirjutada lõpliku arvu muutujate {x(0), u(t), t ( 0} meromorfse funktsioonina �EMBED Equation.3���, mille korral edasinihe on antud definitsiooniga 3.1. Arvutame funktsiooni ( edasinihke:


		    ( ( ( x(t), u(t), … , u(t + k) ) = 


		= �EMBED Equation.3���(x(0), u(0), … , u(t), … , u(t + k) ) =


		= �EMBED Equation.3���(x(1), u(1), … , u(t + 1), … , u(t + k + 1) ) =


		= �EMBED Equation.3���( f(x(0), u(0)), u(1), … , u( t + 1), … , u(t + k + 1) ) =


		= ( ( x( t + 1), u( t + 1), … , u(t + k + 1) )


Süsteemi (3.1) jaoks kehtivad sellised järeldused:


	( (x(t), u(t))	= xi(t)  (  ( ( (x(t), u(t)) = xi(t + 1) = fi(x(t), u(t)),    i = 1, … , n


	( (x(t), u(t))	= u(t)  (  ( ( (x(t), u(t)) = u(t + 1)		(3.6)


	( (x(t), u(t))	= c      (  ( ( (x(t), u(t)) = c


Tulemus sobib edasinihutamise intuitiivse ideega. Toodud näidete põhjal on ilmne, et meromorfse funktsiooni edasinihke leidmiseks tuleb kõik muutujad asendada edasi nihutatud muutujatega ja seejärel asendada x(t + 1) süsteemi dünaamika võrrandist.





3.1.2  1-vormide vektorruumis defineeritud edasinihkeoperaator


Olgu E = spanK{d( | ( ( K } s.t. E on vektorruum üle korpuse K. Hulga E elementideks (vektoriteks) on 1-vormid. Hulga E suvaline element avaldub kujul


�EMBED Equation.3���,	(3.7)


kus ai , (i ( K. Operaator ( indutseerib ruumis E edasinihke operaatori ( : E ( E:


�EMBED Equation.3��� ( �EMBED Equation.3���	(3.8)


Mõnikord kasutatakse ka tähistust ( + = ((.





Definitsioon 3.2 1-vormi ((0) ( spanK{dx(0), du(0)} hilistumise järk r on määratud seosega


r = min{k ( 0 | ((k) = (k((0) ( spanK{dx(0)}}.	(3.9)


Kui sellist täisarvu ei leidu, defineerime, et r = (. Meromorfse funktsiooni ((x(0), u(0)) hilistumise järk on defineeritud 1-vormi d((x(0), u(0)) hilistumise järguna.





Teiste sõnadega, 1-vormi ((0) ( spanK{dx(0), du(0)} hilistumise järk näitab, mitu korda me peame talle rakendama edasinihke operaatorit (, et saaksime 1-vormi, mis oleks otseselt sõltuv sisendmuutujast.





Näide 3.3 Vaatleme lineaarset diskreetset süsteemi


x1( t + 1) = x1(t)


x2( t + 1) = x3(t)


x3( t + 1) = x4(t)


x4( t + 1) = u(t).


Leiame funktsiooni ((x(0), u(0)) = x2(0) hilistumise järgu. Selleks tuleb arvutada 1-vormi d((x(0), u(0)) = dx2(0) hilistumise järk. On selge, et


(3dx2(0) = (2dx3(0) = ( dx4(0) = du(0).


Seega, funktsiooni x2(0) hilistumise järk r2 = 3. Funktsioonide x1(0), x3(0) ja x4(0) hilistumise järgud on vastavalt r1 = (, r3 = 2 ja r4 = 1.





�
Näide 3.4 Vaatleme mittelineaarset juhtimissüsteemi


	x1(t + 1)	= x1(t)[x� eq \o(3,2)�(t) + 1]2 


	x2(t + 1)	= x2(t)[x� eq \o(3,2)�(t) + 1]3 


	x3(t + 1)	= x3(t) + u(t)


koos tema puutujasüsteemiga


	dx1(t + 1)	= [x� eq \o(3,2)�(t) + 1]2 dx1(t) + 4 x1(t) x3(t) [x� eq \o(3,2)�(t) + 1] dx3(t)


	dx2(t + 1)	= [x� eq \o(3,2)�(t) + 1]3 dx2(t) + 6 x2(t) x3(t) [x� eq \o(3,2)�(t) + 1]2 dx3(t)


	dx3(t + 1)	= dx3(t) + du(t).


Vaatame 1-vormi ((0) = dx1(0). 1-vormi ((0) hilistumise järgu leidmiseks peame arvutame tema edasinihked


	(( (0)	= (dx1(0) = dx1(1) 


		= (x� eq \o(3,2)�(0) + 1)2 dx1(0) + 4 x1(0) x3(0) (x� eq \o(3,2)�(0) + 1) dx3(0)





	(2( (0)	= (((( (0)) =


		= (((x� eq \o(3,2)�(0) + 1)2 dx1(0) + 4 x1(0) x3(0) (x� eq \o(3,2)�(0) + 1) dx3(0)) =


		= (x� eq \o(3,2)�(1) + 1)2 dx1(1) + 4 x1(1) x3(1) (x� eq \o(3,2)�(1) + 1) dx3(1) =


		= (1 dx1(0) + (2 dx3(0) + (3 du(0),


kus


	(1	= [(x3(0) + u(0))2 + 1]2 (x� eq \o(3,2)�(0) + u(0))2 


	(2	= 16 x1(0) x3(0) (x� eq \o(3,2)�(0) + 1)


		    4x1(0)(x� eq \o(3,2)�(0) + 1)2 (x3(0) + u(0)) [(x3(0) + u(0))2 + 1]


	(3	= 4x1(0)(x� eq \o(3,2)�(0) + 1)2 (x3(0) + u(0)) [(x3(0) + u(0))2 + 1]





Kuna (2( (0) sõltub u(0)-st, siis (2((0) ( spanK{dx(0)} ja seega 1-vormi ((0) hilistumise järk r = 2.





3.1.3  Tagasinihke operaator


Paar (K, ( ) on korpus funktsioonide korrutamise suhtes, kuid ei ole korpus nihkeoperatsiooni suhtes. See tähendab, et üldjuhul ei pruugi ( –1( kuuluda korpusesse K. Eeldus A garanteerib, et kujutuse ( : K ( K tuum on triviaalne, teiste sõnadega ( ( = 0 siis ja ainult siis, kui ( = 0. Sellist korpust (K, ( ) nimetatakse diferentskorpuseks. Raamatus [8], kus on olemas diferentsalgebra põhjalik käsitlus, on näidatud, et leidub ja on isomorfismi täpsusega üheselt määratud korpus (K *, ( *), mille korral K ( K * ja ( * kitsendus korpusele K võrdub (-ga. Korpust (K *, ( *) nimetatakse korpuse (K, ( ) pöördsulundiks. Edaspidi eeldame, et meil on antud pöördsulund ja kasutame sama tähistust nii diferentskorpuse (K, ( ) kui ka tema pöördsulundi jaoks.





Vaatame nüüd, kuidas konstrueerida korpuse pöördsulundit K *, [2]. Eeldame, et meil on antud süsteem (3.1), mille korral on täidetud eeldus A. Võtame kasutusele sellise vektorfunktsiooni w(0) = ( (x(0)), et d( ( spanK{dx(0)} ja 


�EMBED Equation.3���.	(3.10)


Sellise w(0) korral


span K {dx(0)} ( span K { dx(1)} + span K {dw(0)}.	(3.11)


Järelikult leidub vektorfunktsioon ( (x(1), w(0)), nii et 


x(0) = ( (x(1), w(0)).


Korpuse K laiend K */K on defineeritud kui lõplikust arvust muutujatest 


{x(0), u(t), u( – k), w( – k), t ( 0, k ( 1}


sõltuvate meromorfsete funktsioonide hulk. Kuigi muutuja w(0) = ( (x(0)) ei ole üheselt määratud, annab iga võimalik w(0) valik meile korpuse laiendi, mis on isomorfne laiendiga �K */K. Teades funktsiooni ( , saame leida ka tagasinihke:


( –1 x(0) = ( –1 ( (x(1), w(0)) = ( (x(0), w( – 1)).	(3.12)


Kasutatakse ka tähistust ( –1( = ( –.





Näide 3.5 Leiame mittelineaarse diskreetse juhtimissüsteemi


	x1(t + 1)	= u(t)


	x2(t + 1)	= x1(t)		(3.13)


	x3(t + 1)	= x2(t) x4(t)


	x4(t + 1)	= x3(t) u(t)


tagasinihke operaatori. Järgides eespool toodud algoritmi, saame


	   spanK{dx(0)} ( spanK{dx(1)} =


	= spanK{dx1(0), dx2(0), dx3(0), dx4(0)} ( 


	( spanK{du(0), dx1(0), x2(0)dx4(0) + x4(0)dx2(0), x3(0) du(0) + u(0)dx3(0))} = 


	= {dx1(0), x2(0)dx4(0) + x4(0)dx2(0), dx3(0))}.


Leiame nüüd spanK{dw(0)} valemi (3.10) järgi. Tekib kaks varianti: w(0) = x2(0) või �w(0) = x4(0).


Järgmiseks tuleb leida funktsioon ( nii, et x(0) = ( (x(1), w(0)). Lähtume võrrandisüsteemist


	x1(1)	= u(0)


	x2(1)	= x1(0)


	x3(1)	= x2(0) x4(0)


	x4(1)	= x3(0) u(0),


mille esimesel juhul lahendame muutujate x1(0), x3(0) ja x4(0) suhtes ning saame, et ( on määratud seostega


	x1(0)	= x2(1)


	x2(0)	= x2(0)


	x3(0)	= � eq \f(x4(1),x1(1))�		(3.14)


	x4(0)	= � eq \f(x3(1),x2(0))� .


Teisel juhul tuleb lahendada süsteem muutujate x1(0), x2(0) ja x3(0) suhtes ning ( jaoks saame seosed


	x1(0)	= x2(1)


	x2(0)	= � eq \f(x3(1),x4(0))�


	x3(0)	= � eq \f(x4(1),x1(1))�		(3.15)


	x4(0)	= x4(0).





Näide 3.6 Olgu antud juhtimissüsteem (3.13). Arvutame 1-vormi ((0) = u(0) dx1(0) + dx3(0) tagasinihke. Kasutame eelmises näites leitud funktsiooni ( esimest väärtust (3.14):


		( –1 (u(0) dx1(0) + dx3(0) ) = 


	=	( –1�EMBED Equation.3���= 


	=	�EMBED Equation.3���.


Kui me oleksime kasutanud funktsiooni ( teist väärtust (3.15), oleksime jõudnud samasugusele tulemusele. Viimane väide ei kehti alati. Erinevad funktsioonid annavad üldjuhul tulemuseks 1-vormid, mis erinevad mingi kordaja poolest.


Operaator ( –1 indutseerib ruumis E operaatori (–1 : E ( E:


�EMBED Equation.3��� ( �EMBED Equation.3���.	(3.16)





3.2  Alamruumide jadad {Ik} ja {Hk}.


Selles punktis defineerime ruumi E alamruumide jadad {Ik} ja {Hk}. Eeldame, et meil on antud mittelineaarne diskreetne juhtimissüsteem (3.1). 





Definitsioon 3.7 Defineerime ruumis E alamruumide jadad {Ik} ja {Hk}.


1. Jada {Ik}, mille korral kehtib tingimus I1 ( I2 ( … ( Ik ( … , on määratud rekurrentse seosega


	I1	= spanK{dx(0)},


	Ik + 1	= Ik ( �EMBED Equation.3���, k ( 1,		(3.17)


kus �EMBED Equation.3��� = {(+ | ( ( Ik}.


2. Jada {Hk}, mille korral kehtib tingimus H1 ( H2 ( … ( Hk ( … , on määratud rekurrentse seosega


	H1	= spanK{dx(0)},


	Hk + 1	= {( ( Hk | ( + ( Hk } =		(3.18)


		= (– 1 (Hk ( �EMBED Equation.3���), k ( 1,


kus �EMBED Equation.3��� = {(+ | ( ( Hk} ja (– 1: E ( E on tagasinihke operaator.





Jada {Ik} definitsioonis ei ole tagasinihke operaatorit, seega tema konstrueerimisel tuleb teha vähem samme. Praktikas aga on sageli kergem just {Hk} konstrueerimine, kuna viimase elemendid on enamasti (mitte alati) lihtsamad avaldised.





Lause 3.8


1.	Alamruum Hk , k ( 1 on selliste 1-vormide ruum, mille hilistumise järk on suurem või võrdne arvuga k.


Leidub täisarv k* ( n nii, et kui 0 ( k ( k*, siis 


Hk + 1 ( Hk  ja Hk + 1 ( Hk , aga Hk* + 1 = Hk* + 2 = … = H( .   


Leidub täisarv k* ( n nii, et kui 0 ( k ( k*, siis 


Ik + 1 ( Ik  ja Ik + 1 ( Ik , aga Ik* + 1 = Ik* + 2 = … = I( .   





Viimane lause näitab, et jadad {Ik} ja {Hk} stabiliseeruvad, see tähendab et nad on lõplikud. See võimaldab jadasid kasutada arvutuslikel eesmärkidel.


3.3  Jadade {Ik} ja {Hk} arvutamise algoritmid


Eelmises punktis toodud definitsioonid annavad meile üldise juhendi alamruumide jadade {Ik} ja {Hk} arvutamiseks. Nüüd püüame leida selliseid algoritme, mida mugav kasutada arvutil.





3.3.1  Alamruumi edasinihe


Vektorruumi E = spanK{d( | ( ( K }, kus K on lõplikust hulgast muutujatest 


{x(0), u(t), 0 ( t ( N} sõltuvate meromorfsete funktsioonide korpus, suvaline element ( avaldub kujul


	(	= �EMBED Equation.3���.		(3.19)


Seejuures ai = ai(x(0), u(0), … , u(N)),  bj = bj(x(0), u(0), … , u(N))  ja ai, bj ( K. Jada {Ik} definitsioon ütleb, et 


	I1	= spanK{dx(0)}		(3.20)


ning Ik ( I1. See tähendab, et kõik jada elemendid on ruumi spanK{dx(0)} alamruumid. Leiame suvalise 1-vormi ( ( I1 = spanK{dx(0)} edasinihke: 


	( +	= �EMBED Equation.3���


		= �EMBED Equation.3���


		= �EMBED Equation.3���


		= �EMBED Equation.3���


		= �EMBED Equation.3���


Saime, et ( + ( spanK{dx(0), du(0)}. Seega ka I� eq \o(k,+)� ( spanK{dx(0), du(0)}. On ilmne, et ühisosa Ik ( I� eq \o(k,+)� ( spanK{dx(0)}. Piltlikult võib öelda, et jada {I1, I2, … } mahub küll ära n-mõõtmelisesse ruumi spanK{dx(0)}, kuid elementide Ik-de arvutamisel tuleb abiks võtta veel üks dimensioon du(0). Analoogiline järeldus kehtib ka jada {Hk} jaoks.





Ruumi spanK{dx(0), du(0)} suvalise s-mõõtmelise alamruumi baasi võib esitada ka maatriks�kujul:


�EMBED Equation.3���,  kus A = �EMBED Equation.3��� on  [n ( s]-maatriks,  


B = �EMBED Equation.3���  on [1 ( s]-maatriks ja �EMBED Equation.3��� = �EMBED Equation.3��� on [1 ( (n + 1)]-maatriks.


Alamruumi nihete leidmisel võib lähtuda nii diferentsiaalvormidest kui ka alamruumi maatrikskujust. Ühisosa leidmisel ja baasi lihtsustamisel läheb aga kindlasti tarvis kordajate maatriksit. Maatrikskuju eeliseks on ka kompaktsus. Seetõttu kasutatakse alamruumide jadade arvutamisel just ülaltoodud maatrikskuju.





Algoritm 3.9 Alamruumi S ( spanK{dx(0)} edasinihke arvutamine


On antud alamruum


	S	= spanK�EMBED Equation.3���,


kus O on [1 ( s] nullmaatriks ja juhtimissüsteem kujul (3.1).


1. Leiame maatriksi A edasi nihutatud maatriksi


	A+ = �EMBED Equation.3���.


Elemendid a� eq \o(pq,+)� on saadud elementidest apq, asendades seal kõik muutujad edasinihutatud muutujatega. (( sünatksi abil võiks seda väljendada järgmiselt:


a� eq \o(pq,+)� : = apq   /.   u(j) ( u(j + 1)   /.   xi(0) ( fi(x(0), u(0))


2. Arvutame jakobiaani


	�EMBED Equation.3��� = �EMBED Equation.3���.


Jakobiaan on [(n + 1) ( n]-maatriks.


3. Edasi nihutatud alamruum avaldub valemiga


S+ = spanK�EMBED Equation.3��� = spanK�EMBED Equation.3���	(3.21)


3.3.2  Alamruumi tagasinihe


Algoritm 3.10 Tagasinihke operaatori leidmine.


On antud juhtimissüsteem kujul (3.1).


1. Arvutame 


	dx(1)	= dx(0)+ = �EMBED Equation.3���dx(0) 


Siin dx(0) = �EMBED Equation.3���, dx(1) = �EMBED Equation.3��� ning jakobiaan �EMBED Equation.3���.


2. Leiame ühisosa.


spanK{A dx(0)} := spanK{dx(0)} ( spanK{dx(1)}. 


On võimalik näidata, et alati kui kehtivad eeldused A ja B, on ühisosa n – 1 mõõtmeline alamruum. Seega kordajate maatriks A on [(n – 1) ( n]-maatriks.


3. Leiame alamruumide vahe 


�EMBED Equation.3���. 


Kuna siin spanK{dx(0)} on kogu vektorruum, siis võib spanK{dw(0)} leida kui ühisosa spanK{A dx(0)} täiendi kogu ruumi suhtes. On selge, et antud juhul on täiend ühemõõtmeline alamruum, kuid ta ei ole üheselt määratud. Täiendiks on iga w(0), mis rahuldab tingimust rank�EMBED Equation.3��� = n. Ühe võimaliku täiendi saame maatriksvõrrandi 


A w(0) = 0


lahendist w(0) = (w1(0), … , wn(0)).


4. Saadud w(0) võib asendada lihtsamaga. Oletame, et vektoril w(0) on k nullist erinevat koordinaati wi1(0), … , wik(0) ja ülejäänud koordinaadid on nullid. Sel juhul on ruumi spanK{A dx(0)} täiendiks iga vektor, millel üks koordinaatidest wi1(0), … , wik(0) on võrdne ühega ja kõik ülejäänud koordinaadid on nullid.


5. Oleme saanud w(0) jaoks k väärtust: w1(0) = xi1(0), … , wk(0) = xik(0).


6. Lahendame võrrandisüsteemi


x(1) = f( x(0), u(0))


nende muutujate x1(0), … , xn(0) suhtes, mida ei ole w(0)-s. Lahendiks saame avaldised 


	x(0)	= ( (x(1), w(0)).





Algoritm 3.11 Alamruumi S ( spanK{dx(0)} tagasinihke arvutamine


On antud alamruum 


S = spanK�EMBED Equation.3��� 


ja tagasinihkeoperaator ( kujul (3.12).





1. Leiame maatriksi A tagasi nihutatud maatriksi


	A – = �EMBED Equation.3���.


Elemendid a� eq \o(pq,–)� on saadud elementidest apq, asendades seal kõik muutujad edasinihutatud muutujatega. (( sünatksi abil võiks seda väljendada järgmiselt:


a� eq \o(pq,–)� : = apq   /.   u(j) ( u(j – 1)   /.   xi(0) ( (i(x(0), w( – 1))


2. Arvutame jakobiaani


	�EMBED Equation.3��� = �EMBED Equation.3���.


Jakobiaan on [(n + 1) ( n]-maatriks.


3. Tagasi nihutatud alamruum avaldub valemiga


S – = spanK�EMBED Equation.3��� = spanK�EMBED Equation.3���.	(3.22)





3.3.3  Alamruumide lõige


Eeldame, et meil on antud kaks vektoralamruumi oma baasivektoritega:


S1 = span{v1, … , vr} ja S2 = span{w1, … , ws} 	(3.23)


Nende lõige S1 ( S2 on üheselt määratud, kuid lõike baasi valikuks on lõpmatult palju erinevaid võimalusi. Alamruumide lõiget võib leida mitmel meetodil. Erinevad meetodid viivad erinevate baasideni. Vaatame kaht lõike leidmise viisi.





Algoritm 3.12 Lõike leidmine lineaarvõrrandi süsteemi lahendamisega


On antud kaks alamruumi oma baasidega kujul (3.23).


1. Lahendame lineaarvõrrandi süsteemi


(1v1 + … + (rvr = (1w1 + … + (sws.


Lahendiks on vektorid


(( � eq \o(1,1)�, … , ( � eq \o(r,1)�, ( � eq \o(1,1)�, … , ( � eq \o(s,1)�), … , (( � eq \o(1,p)�, … , ( � eq \o(r,p)�, ( � eq \o(1,p)�, … , ( � eq \o(s,p)�).


2. Ühisosa avaldub valemiga:


S1 ( S2 = span{( � eq \o(1,1)�v1 + … + ( � eq \o(r,1)�vr, … , ( � eq \o(1,p)�v1 + … + ( � eq \o(r,p)�vr}.





Algoritm 3.13 Lõike leidmine de Morgani seaduse abil


On antud kaks alamruumi oma baasidega kujul (3.23).


De Morgani seaduse põhjal võib kirjutada


S1 ( S2 = � eq \o(� eq \o(S1,—)� ( � eq \o(S2,—)�,————–)�.


Ülakriips tähistab alamruumi täiendit kogu ruumi suhtes.


Leiame S1 ja S2 täiendid. Ruumi S1 täiendi � eq \o(S1,—)� leidmiseks tuleb lahendada maatriksvõrrand


�EMBED Equation.3���� eq \o(V, —)� = 0


maatriksi � eq \o(V, —)� suhtes. Ruumi S2 täiend leitakse analoogiliselt.


Leiame � eq \o(S1,—)� ja � eq \o(S2,—)� ühendi.


Leiame ühendile veel kord täiendi.





Esimene meetod on tõenäoliselt rohkem tuntud, kuid teine meetod annab küllalt sageli lihtsamad baasivektorid. Seetõttu on programmides kasutatud just teist algoritmi, kuigi seal on vaja lahendada kolm maatriksvõrrandit esimese algoritmi ühe asemel.





3.3.4  Alamruumi baasi lihtsustamine


Arvutuste käigus tekivad alamruumide baasid on sageli väga keerukad avaldised. Mõnikord saab alamruumi baasi teisendada nii, baasivektorite koordinaadid muutuvad oliliselt lihtsamaks. Olgu antud mingi alamruum V ( spanK{dx(0), du(0)} oma baasivektorite maatriksiga


�
V = �EMBED Equation.3��� = �EMBED Equation.3���


Elemendid vij-d on mingid avaldised. Eeldame, et n > s. Vektorruumi baasi valikuks on lõpmata palju võimalusi. Peame leidma sellise baasi, mille korral baasivektorid oleksid võimalikult lihtsad. Selleks võime teha baasivektoritega lineaarteisendusi: korrutada vektorit nullist erineva avaldisega ja liita ühele vektorile teisi. Väga raske on anda universaalset algoritmi, mille abil võiks igasugusele baasile leida kõige lihtsama esituse. Inimene juhindub sellise ülesande lahendamisel kogemustest ja “näeb” õiget teed. Programm katsetab üksteise järel erinevaid teisendusi ja tõenäoliselt aitavad mõned neist maatriksit lihtsustada. 





Toodud algoritm ei garanteeri, et ühe ja sama alamruumi baas viiakse alati ühesugusele kujule. Seega ei ole keerukamatel juhtudel võimalik otsustada, kas kaks baasi esitavad üht ja sama alamruumi või mitte. Programmid, kus sellise otsuse tegemine on vajalik, võivad mõnikord anda vääraid tulemusi.





Algoritm 3.14 Alamruumi baasivektorite lihtsustamine.


Olgu antud alamruum V oma baasivektorite maatriksiga V.


1. Baasi V saab teisendada kujule V ( = �EMBED Equation.3���. 


2. Lihtsustame maatriksite V ja V ( elemendid. 


3. Hindame, kumb maatriksitest on lihtsam. Seda saab hõlpsasti teha funktsiooniga LeafCount, mis loeb kokku maatriksis sisalduvad elementaaravaldised. Olgu V maatriks, mille korral LeafCount annab väiksema väärtuse. 


4. Toimime maatriksi V iga reaga vj = (vj1, … , vjn) järgmiselt:


Viime harilikud murrud ühisele nimetajale


Leiame rea kõigi elementide nimetajate vähima ühiskordse


Korrutame rea selle vähima ühiskordsega ja lihtsustame tulemust


Leiame rea kõigi elementide suurima ühisteguri


Jagame rida suurima ühisteguriga ja lihtsustame tulemust.





3.3.5  Jada {Ik} arvutamine


Algoritm 3.15 Alamruumide jada {Ik} arvutamine


1. I1 = spanK{dx1(0), … , dxn(0)}


2. Iga k > 1 korral


	a) arvutada I� eq \o(k,+)�  


	b) arvutada Ik + 1 = Ik ( I� eq \o(k,+)� 


kuni Ik + 1 = (  või  Ik + 1 = Ik .





�
Näide 3.16 Olgu antud mittelineaarne diskreetne juhtimissüsteem


	x1(t + 1)	= u(t)


	x2(t + 1)	= u(t) + x3(t)		(3.24)


	x3(t + 1)	= x1(t) x2(t).





	I1	= spanK�EMBED Equation.3���


Valemi (3.21) järgi arvutades saame


	I� eq \o(1,+)�	= spanK�EMBED Equation.3��� = 


		= spanK�EMBED Equation.3���


Vastavalt alamruumide lõike algoritmile 3.13 leiame:


	I2	= I1 ( I� eq \o(1,+)� = spanK �EMBED Equation.3���.


I� eq \o(2,+)� 	= spanK�EMBED Equation.3���


		= spanK �EMBED Equation.3���


	


Analoogiliselt jätkates saame kokkuvõttes, et 





	I1	= spanK{dx1(0), dx2(0), dx3(0)}


	I2	= spanK{dx3(0), x2(0) dx1(0) + x1(0) dx2(0)}


	I3	= spanK{x1(0)dx2(0) + x2(0)dx3(0)}


	I4	= (.





3.3.6  Jada {Hk} arvutamine


Algoritm 3.17 Alamruumide jada {Hk} arvutamine


1. H1 = spanK{dx1(0), … , dxn(0)}


2. Iga k > 1 korral 


	a) arvutada  H� eq \o(k,+)�  


	b) arvutada  Hk ( H� eq \o(k,+)� 


	c) arvutada  Hk + 1 = (– 1(Hk ( H� eq \o(k,+)�)


	kuni Hk + 1 = (  või  Hk + 1 = Hk .





Näide 3.18 Vaatame juhtimissüsteemi (3.24). Eeltööna viimase algoritmi rakendamisele tuleb leida tagasinihke operaator (. Vastavalt algoritmile 3.10 saame:





dx(1) = �EMBED Equation.3���


Leiame ühisosa 


spanK{dx(0)} ( spanK{dx(1)} = spanK�EMBED Equation.3���


Arvutame w(0) võrrandist


�EMBED Equation.3��� = 0


Saame, et ühisosa täiendiks sobib vektor w(0) = �EMBED Equation.3���. Kuid selle asemel võib täiendiks võtta ka lihtsamad vektorid w1(0) = (1, 0, 0) = x1(0) või w2(0) = (0, 1, 0) = x2(0). Järgmiseks lahendame võrrandisüsteemi


	x1(1)	= u(0)


	x2(1)	= u(0) + x3(0)


	x3(1)	= x1(0) x2(0).


muutujate nende muutujate xi(0) suhtes, mis ei kuulu hulka w(0).





1) Väärtuse w1(0) = x1(0) korral tuleb süsteem lahendada muutujate x2(0) ja x3(0) suhtes. Tagasinihkeoperaator ( on määratud seostega


	x1(0)	= x1(0)


	x2(0)	= � eq \f(x3(1),x1(0))�		(3.25)


	x3(0)	= – x1(1) + x2(1).





2) Väärtuse w2(0) = x2(0) korral tuleb süsteem lahendada muutujate x1(0) ja x3(0) suhtes. Saame:


�
	x1(0)	= � eq \f(x3(1),x2(0))�


	x2(0)	= x2(0)		(3.26)


	x3(0)	= – x1(1) + x2(1)





Nüüd võime hakata arvutama alamruumide jada {Hk}. Definitsiooni põhjal


	H1	= spanK�EMBED Equation.3���


Eelmises näites leidsime, et


	H� eq \o(1,+)�	= spanK�EMBED Equation.3��� 


ja et 


	H1 ( H� eq \o(1,+)�	= spanK�EMBED Equation.3���


Kasutades tagasinihkeoperaatorit (3.25) kujul


	x1( – 1)	= x1( – 1)


	x2( – 1)	= � eq \f(x3(0),x1( – 1))�


	x3( – 1)	= – x1(0) + x2(0)


saame:


	H2	= ( – 1(H1 ( H� eq \o(1,+)� ) = 


		= spanK�EMBED Equation.3��� = 


		= spanK�EMBED Equation.3���


Analoogiliselt jätkates leiame alamruumide jada


	H1	= spanK{dx1(0), dx2(0), dx3(0)}


	H2	= spanK{dx2(0) – dx1(0), dx3(0)}


	H3	= spanK{dx2(0) – dx1(0)}


	H4	= (.
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