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�
Sissejuhatus


Käesoleva magistritöö põhieesmärgiks on mittelineaarsete juhtimissüsteemide modelleerimis�ülesannete lahendamine (( abil. Keskseks probleemiks on realisatsiooniülesande lahendamine diskreetse mittelineaarse juhtimissüsteemi jaoks. Selle ülesande lahendamiseks kasutatakse n. n. lineaaralgebralist meetodit, mis baseerub teatud süsteemiga määratud diferentsiaalvormide klassifitseerimisel. Kuna meetod on töömahukas, siis oli otstarbekas koostada selle jaoks arvutiprogramm. 


Koos kompuuteralgebra pakettide (Maple, Macsyma, ((, Reduce) levikuga on neid hakatud kasutama ka juhtimissüsteemide modelleerimiseks, sünteesiks ja analüüsiks. Küllaltki palju tarkvara on loodud mittelineaarsete pidevate süsteemide jaoks [6, 9, 21]. Mittelineaarsete diskreetsete süsteemide jaoks on arvutiprogramme koostatud tunduvalt vähem; praegu on teada ainult kolm tööd: [1, 4, 20]. Neist esimene ja viimane tehtud Maple’s ja teine Reduce’s. Seega aitab käesolev töö täita lünka, mis valitseb mittelineaarsete diskreetsete juhtimissüsteemide tarkvara alal.


On koostatud rida (( funktsioone, mis võimaldavad lahendada diskreetse juhtimis�süsteemi realisatsiooniülesannet mittelineaarsel juhul. Kogu funktsioonide süsteem on püütud ehitada üles avatuna, s.t. et kasutaja pääseb ligi võimalikult paljudele alamprogrammidele (funktsioonidele) ja seega saab nende tööd kontrollida. Programm töötab hästi lihtsamate näidete korral, kuid üldjuhul ei saa hakkama keerulisi reaalseid süsteeme kirjeldavate mudelitega. Seega võiks programm olla kasulik teadlastele ja ka üliõpilastele kes tegelevad juhtimissüsteemide teooriaga. Inseneridele jääb tema võimsus aga tõenäoliselt väikeseks.


Töö on jagatud kuueks peatükiks: esimeses peatükis selgitatakse olulisemaid mõisteid, teises antakse lühike ülevaade välisdiferentsiaalarvutusest, kolmandas käsitletakse põhjalikult lineaaralgebralist meetodit ning neljas peatükk on pühendatud selle meetodi rakendamisele diskreetsete mittelineaarsete juhtimissüsteemide realisatsiooniülesande lahendamisel. Nendes peatükkides leiduvad teoreetilised tulemused on põhiliselt teistest allikatest refereeritud, enamus algoritmidest on aga autori originaallooming. Viiendas peatükis on toodud hulk näiteid autori poolt loodud arvutiprogrammi kasutamise kohta, kuues peatükk sisaldab nimetatud programmi kasutamise juhendit. Töö lõpus on kasutatud kirjanduse loend ja inglisekeelne kokkuvõte, lisas on toodud programmi täielik tekst. 








�
1. peatükk  TÖÖS KASUTATUD MÕISTEID


Anname kõigepealt mõned vajalikud definitsioonid.





Definitsioon 1.1 Funktsiooni f(x) nimetatakse analüütiliseks funktsiooniks punktis a, kui ta on lõpmatu arv kordi diferentseeruv ja punkti a mingis ümbruses saab f(x) esitada kujul


�EMBED Equation.3���.


Viimast avaldist nimetatakse funktsiooni f(x) Taylori reaks. Kui f(x) on analüütiline oma määramispiirkonna igas punktis, nimetatakse teda analüütiliseks funktsiooniks.





Definitsioon 1.2 Kahe analüütilise funktsiooni jagatist nimetatakse meromorfseks funkt�siooniks.





Olgu F korpus, V vektorruum üle korpuse F ja S mingi vektorite hulk ruumis V.





Definitsioon 1.3 Vektoralamruumi, mille moodustajaks on vektorite hulk S, tähistatakse sümboliga spanF(S) ja ta koosneb hulga S vektorite kõigist lineaarkombinatsioonidest:


spanF(S) = {f1v1 + … + fnvn | fi ( F, vi ( V}.


Kui S = {v1, … , vn} on lõplik hulk, kasutatakse tähistust spanF{v1, … , vn}. Kui korpus F = (, jäetakse indeks F = ( ära.


Igal vektorruumil on olemas moodustajate hulk, sest ka kogu ruum on iseenda moodustajate hulgaks. Kui hulk S on lineaarselt sõltumatu, on ta ühtlasi alamruumi spanF(S) baasiks.





Diskreetsete juhtimissüsteemide teoorias kasutatakse süsteemide (reaalsete protsesside) kirjeldamiseks mitmeid erinevaid mudeleid (võrrandeid).





Klassikaline olekuvõrrand esitub kujul


	x(t + 1)	= f(x(t), u(t))


	y(t)	= h(x(t)),		(1.1)


kus x ( X ( (n on süsteemi olek, u ( ( on süsteemi sisend, y ( ( on süsteemi väljund, t on aeg ning f ja h on analüütilised reaalmuutuja funktsioonid. Enamus juhtimissüsteemidele pühendatud teoreetilistest uurimustest lähtub just seda tüüpi võrrandist.





Olgu K selliste meromorfsete funktsioonide korpus, mis sõltuvad lõplikust hulgast muutujatest {x(0), u(t), t ( 0}.





Definitsioon 1.4 Öeldakse, et süsteem (1.1) on jälgitav (observable), kui on täidetud tingimus


rankK� EMBED Equation.3  ���.


Definitsioon 1.5 Öeldakse, et funktsioon (r ( K on süsteemi (1.1) autonoomne element, kui leidub täisarv ( ja nullist erinev meromorfne funktsioon F nii, et


F((r , ((r , … , ( ((r) = 0.


Definitsioon 1.6 Öeldakse, et süsteem (1.1) on juhitav (accessible), kui ei talle ei leidu ühtegi autonoomset elementi.


Süsteemi juhitavus tähendab, et kõik oleku x funktsioonid on juhttoime poolt mõjutatavad.





Sisend-väljund võrrand on kõrgemat järku diferentsvõrrand, mis seob sisendeid ja väljundeid lõplikul arvul ajahetkedel. Ühe sisendi ja ühe väljundi korral on selle võrrandi üldkuju


( (y(t), … , y(t + n), u(t), …. , u(t + s)) = 0,	(1.2)


kus u ( ( on süsteemi sisend, y ( ( ( ( on süsteemi väljund, t on aeg, n ja s on täisarvud ning ( on analüütiline reaalmuutuja funktsioon. Seda nimetatakse ka süsteemi rekursiivseks esituseks. Identifitseerimine, mis seisneb mingit reaalset süsteemi kirjeldava mudeli leidmises vaatlusandmete põhjal, annab enamikul juhtudel sisend-väljund võrrandi. Sisend-väljund võrrand ei ole üheselt määratud. Kaks kõrgemat järku diferentsvõrrandit, millel arvud n ja s ning funktsioon ( on erinevad, võivad kirjeldada üht ja sama reaalset protsessi. See viib meid sisend-väljund võrrandite ekvivalentsiprobleemi juurde: antud sisend-väljund võrrandi jaoks tuleb leida minimaalne esitus, mille korral n ja s oleksid võimalikult väiksed ja mis oleks ekvivalentne antud võrrandiga, [18].





Suurem osa juhtimissüsteemide teooriast on loodud klassikalise olekuvõrrandi joaks. Siin jõuame käesoleva töö põhiprobleemi juurde: on vaja sisend-väljund võrrand (1.2) teisendada klassikaliseks olekuvõrrandiks (1.1). Seejuures tuleb kindlasti lähtuda minimaalsest kujust, sest ainult siis on saadud klassikaline olekumudel jälgitav ja juhitav. See üleminek, mida nimetatakse ka mudeli (1.2) realiseerimiseks kujul (1.1), ei ole sugugi alati teostatav. Igale sisend-väljund võrrandile ei pruugi vastavat klassikalist olekuvõrrandit leiduda. On olemas tarvilikud ja piisavad tingimused selleks, realisatsiooniülesanne oleks lahenduv [17], kuid ka siis, kui need tingimused on täidetud, võib klassikalise olekuvõrrandi leidmine ebaõnnestuda arvutuslike raskuste tõttu. Kõik eelpool öeldu kehtib mittelineaarsete süsteemide korral. Kui ((·) on lineaarfunktsioon, on üleminek ilma probleemideta alati teostatav. Samuti on alati teostatav vastupidine üleminek: klassikaliselt olekuvõrrandilt sisend-väljund võrrandile.





Üldistatud olekuvõrrand seob olekut, sisendeid ja lõplikku arvu sisendite nihkeid ajas.


F(x(t + 1), x(t), u(t), … u(t +()) = 0


y(t) = h(x(t)).	(1.3)


Üldistatud olekuvõrrand on kergesti saadav sisend-väljund võrrandist. Üleminek üldistatud olekuvõrrandilt (1.3) klassikalisele olekuvõrrandile (1.1) ei ole alati võimalik. Kui ei õnnestu teisendada võrrandit (1.3) võrrandiks (1.1), siis mõnikord on võimalik alandada sisendi järku nii, et (1.3) asemel saame võrrandi


G(� eq \o(x,~)�(t + 1), � eq \o(x,~)�(t), u(t), … u(t +()) = 0


y(t) = � eq \o(h,~)�(� eq \o(x,~)�(t)),	(1.4)


kus ( < (, [15].





Ülaltoodud mittelineaarsete juhtimissüsteemide modelleerimisülesannete lahendamisel kasutatakse diferentsiaalvormide klassifitseerimisel põhinevat teatud algebralist formalismi [2]. Antud formalismis seatakse juhtimissüsteemile vastavusse vektorruumide jadad, mis sisaldavad rikkalikult infot süsteemi struktuursete omaduste kohta. Nimetatud vektorruumid on defineeri�tud üle meromorfsete funktsioonide korpuse ja nende elementideks on diferentsiaalvormid.





�
2. peatükk. Välisdiferentsiaalarvutus





Käesolevas peatükis selgitatakse lühidalt diferentsiaalvormidega seotud mõisteid [24]. Eriti tähtis on peatüki lõpus toodud Frobeniuse teoreem, mille abil hiljem hakatakse kontrollima juhtimissüsteemi taandumatust ja realiseeritavust.


2.1  1-vormid


Olgu x = (x1, … , xn ) ( (n sõltumatu muutuja ja olgu K meromorfsete funktsioonide korpus, s.t. K = {f(x) | (n ( (}. Avaldist dx = (dx1, … , dxn) nimetatakse muutuja x diferentsiaaliks.


Definitsioon 2.1 Avaldist �EMBED Equation.3���, kus fi(x) ( K nimetatakse n muutuja esimest järku diferentsiaalvormiks ehk lühidalt 1-vormiks.


Erijuhul, kui fi(x) ( �EMBED Equation.3���, i = 1, … , n ja g(x) ( K , saame 1-vormi avaldiseks �EMBED Equation.3���, mis on funktsiooni g(x) täisdiferentsiaal.


Ilmneb, et 1-vormidel on analoogia vektoritega. Diferentsiaalid dxi on baasivektorite rollis, funktsioonid fi(x) on aga vektori koordinaadid. Defineerime 1-vormide liitmise ja skalaariga korrutamise analoogiliselt vektoritega.


Olgu meil 1-vormid: ( = �EMBED Equation.3��� ja ( = �EMBED Equation.3���. 


Nende summa:


(  + ( : = �EMBED Equation.3���.	(2.1)


Skalaariga korrutamine:


h (  : = �EMBED Equation.3���, kui h ( K.	(2.2)


Tähistame kõigi n-muutuja 1-vormide hulga sümboliga E1.


Lause 2.2 1-vormide hulk E1 on vektorruum liitmise ja korpuse K skalaaridega korrutamise suhtes.





2.2  Väliskorrutis


Konstrueerime üle korpuse K teise vektorruumi. Uue vektorruumi baasiks võtame diferentsiaalide dx1, … , dxn paarid, mille kirjutame kujul dxi ( dxj  ja nimetame dxi ja dxj  väliskorrutiseks. Vähendame baasielementide hulka järgmise aksioomiga: väliskorrutis on antikommutatiivne ehk iga i ja j korral


dxi ( dxj = – dxj ( dxi .	(2.3)


Sellest järeldub, et iga i korral 


dxi ( dxi = 0,	(2.4)


kuna dxi ( dxi = – dxi ( dxi ( 2dxi ( dxi = 0, millest saame võrduse (2.4). Lineaarselt sõltumatud paarid saab üles kirjutada nii:


dxi ( dxi ,          i < j ,          i, j = 1, 2, … , n.


Vektorruumi, mille baasiks on ülalloetletud paarid, tähistatakse sümboliga E2, tema elemente nimetatakse n-muutuja 2-vormideks. Üldise 2-vormi võib esitada kujul


�EMBED Equation.3���dxi ( dxj .	(2.5)


Summeerimisindeksid i, j = 1, 2, … , n ja seejuures i < j. Skalaarid gij(x) : (n ( ( on võetud korpusest K. Lineaarse sõltumatuse tõttu on ruumi E2 baasis C� eq \o(n, 2)� = � eq \f(n(n – 1),2)� elementi. Seega, n-mõõtmelisest ruumist E1 ülalkirjeldatud meetodil konstrueeritud ruum E2 on � eq \f(n(n – 1),2)� mõõtme�line. Ruumi E2 elementide liitmine ja K skalaaridega korrutamine toimub komponentide kaupa, analoogiliselt ruumiga E1.





Vaatleme nüüd väliskorrutist kui 1-vormide hulgas toimivat binaarset operatsiooni. Seejuures arvestame järgmise kahe täiendava aksioomiga.


1. Väliskorrutis on homogeenne korpuse K elementidega korrutamise suhtes:


dxi ( ( f dxj) = ( f dxi ) ( dxj = f ( dxi ( dxj ).	(2.6)


2. Väliskorrutis on distributiivne 1-vormide liitmise suhtes:


dxi ( ( fj dxj + fk dxk) = dxi ( ( fj dxj) + dxi ( ( fk dxk).	(2.7)


Kui rakendada valemit (2.6) valemile (2.7) saame, et


dxi ( ( fj dxj + fk dxk) = fj (dxi ( dxj) + fk (dxi ( dxk).


Arvestades aksioomidega (2.3), (2.6) ja (2.7) saame leida 1-vormide väliskorrutise:


�EMBED Equation.3���(�EMBED Equation.3��� = �EMBED Equation.3���fi gj – fj gi ) dxi ( dxj.	(2.8)


Seega seab väliskorrutise operaator iga 1-vormide paari vastavusse 2-vormiga ehk  E1(E1 ( E2. 


Näide 2.3 Leiame 1-vormide ( = f1 dx1 + f2 dx2 ja ( = g1 dx1 + g2 dx2 väliskorrutise.


	( ( ( = (f1 g2 – f2 g1) dx1(dx2 





2.3  r-vormid


Üldistame eespool toodud E2 konstrueerimise ideed. Iga täisarvu r korral saab konstrueerida teatud vektorruumi üle korpuse K. Vektorruumi baasiks on r diferentsiaali väliskorrutis �EMBED Equation.3���(�EMBED Equation.3���( … (�EMBED Equation.3���, seejuures i1, i2, … , ir on suvalised arvud hulgast {1, 2, … , n}. Elementide liitmine ja K skalaaridega korrutamine toimub komponentide kaupa, analoogiliselt ruumiga E1.


Võtame kasutusele ka aksioomiga (2.3) analoogilise tingimuse:


�EMBED Equation.3���(…(�EMBED Equation.3���(…(�EMBED Equation.3���(…(�EMBED Equation.3���= – �EMBED Equation.3���(…(�EMBED Equation.3���(…(�EMBED Equation.3���(…(�EMBED Equation.3���	(2.9)


ehk kahe diferentsiaali ümbervahetamine muudab avaldise märgi vastupidiseks. Viimast reeglit üldistades saame, et m vahetuse tulemusena korrutub avaldis teguriga ( – 1)m. 


Kehtib ka valemi (2.4) analoog: 


�EMBED Equation.3���(…(�EMBED Equation.3���(…(�EMBED Equation.3���(…(�EMBED Equation.3���= 0	(2.10)


ehk kaht ühesugust diferentsiaali sisaldav avaldis võrdub nulliga. Kui r > n, siis on avaldise �EMBED Equation.3���( … (�EMBED Equation.3��� väärtus alati null, sest seal peab leiduma vähemalt kaks ühesugust diferentsiaali. Kõik lineaarselt sõltumatud r diferentsiaali väliskorrutised saab kirja panna kujul


�EMBED Equation.3���(�EMBED Equation.3���( … (�EMBED Equation.3���,                1 ( i1 < i2 < … < ir ( n.	(2.11)


Vektorruumi baasiga (2.11) tähistatakse sümboliga Er ja tema elemente nimetatakse r-vormideks. Üldine r-vorm esitub kujul


�EMBED Equation.3����EMBED Equation.3���( … (�EMBED Equation.3���,	(2.12)


kus�EMBED Equation.3���: (n ( ( on skalaarid korpusest K ja summeerimine toimub üle  i1, i2, … , ir nii, et 1 ( i1 < i2 < … < ir ( n. Vektorruumi Er baasis on �EMBED Equation.3��� elementi. Võib ka öelda, et ruum Er on �EMBED Equation.3��� mõõtmeline. Kui r > n, siis Er = 0, sest baasielemendid �EMBED Equation.3���( … (�EMBED Equation.3��� = 0. Kui r = n, saame ühemõõtmelise vektorruumi, mille baasi ainus element on dx1 ( … ( dxn. Ja lõpuks, arvestades, et skalaarfunktsioone võib käsitleda kui 0-vorme, saame vektorruumiks E0 võtta skalaaride korpuse K. Ruum E0 on ühemõõtmeline ja tema baasiks sobib võtta konstantne skalaarfunktsioon f(x) ( 1.


 


Väliskorrutamise tehet saab üldistada suvaliste vormide hulgas toimivaks binaarseks operatsiooniks. Kehtivad aksioomide (2.6) ja (2.7) analoogid. Kui on antud kaks vormi: r-vorm ja s-vorm nii, et 1 ( r ( n ning 1 ( s ( n, siis nende vormide väliskorrutis on (r + s)-vorm ehk Er ( Es ( Er + s .


Näide 2.4 Leiame 1-vormi ( = �EMBED Equation.3��� ja 2-vormi ( = �EMBED Equation.3���dxi(dxj väliskorrutise:


( (( = �EMBED Equation.3���dxi(dxj(dxk 


Tulemus on 3-vorm.





2.4  Välisdiferentsiaal


Välisdiferentsiaal on tavalise (täis)diferentsiaali üldistus. Rakendades 0-vormile (skalaarile) f diferentseerimisoperaatorit, saame 1-vormi df. Välisdiferentsiaali operaator laiendab sellist protsessi kõrgemat järku vormidele. Välisdiferentsiaali definitsioon koosneb kahest osast:


Definitsioon 2.5 Kui on antud r-vorm kujul a(x)�EMBED Equation.3���( … (�EMBED Equation.3���, i1 < … < ir, ruumist (n, r < n, siis tema välisdiferentsiaal avaldub valemiga


d(a�EMBED Equation.3���( … (�EMBED Equation.3���) = (da)(�EMBED Equation.3���( … (�EMBED Equation.3���.	(2.13)


Kui ( ja ( on r-vormid ning a ja b konstandid, siis 


d(a( + b() = a d( + b d( .	(2.14)


Viimane võrdus tähendab, et d on lineaarne operaator.





Ruumi (n r-vormi välisdiferentsiaal on (r + 1)-vorm, eeldusel, et r < n. Valemi (2.13) võib lahti kirjutada ka pikemalt:


d(a�EMBED Equation.3���(…(�EMBED Equation.3���) = �EMBED Equation.3���(…(�EMBED Equation.3���(�EMBED Equation.3���(�EMBED Equation.3���(…(�EMBED Equation.3���	(2.15)


Siin on kasutatud tavalise diferentsiaali valemit


�EMBED Equation.3���


ja väliskorrutise leidmisel arvestatud märgimuutusi, mis kaasnevad r + 1 diferentsiaali �EMBED Equation.3���, �EMBED Equation.3���, … , �EMBED Equation.3��� järjestamisega õigesse järjekorda. Ranged võrratused i( < i0 < i( + 1 tulenevad reeglist (2.4), mis ütles, et võrdseid indekseid sisaldavad liikmed võrduvad nulliga. 


Pannes avaldised (2.14) ja (2.15) kokku, saame r-vormi välisdiferentsiaali arvutamiseks valemi 


d�EMBED Equation.3���(…(�EMBED Equation.3���=


=�EMBED Equation.3���(�EMBED Equation.3���(…(�EMBED Equation.3���	(2.16)


Välisdiferentsiaali praktiliseks arvutamiseks on valem (2.16) liiga tülikas ja selle asemel kasutatakse valemeid (2.13), (2.14) ja reegleid (2.3), (2.4). Mõned näited:


Näide 2.6  df = �EMBED Equation.3���.


Näide 2.7  �EMBED Equation.3���=�EMBED Equation.3���( dxj = �EMBED Equation.3���( dxj = �EMBED Equation.3���dxi ( dxj .


Definitsioon 2.8 Öeldakse, et r-vorm ( on kinnine diferentsiaalvorm, kui d( = 0.


Definitsioon 2.9 Öeldakse, et r-vorm ( on eksaktne diferentsiaalvorm, kui leidub (r – 1)-vorm ( nii, et ( = d(.


Definitsioon 2.10 Pfaffi süsteemiks I nimetatakse siledate 1-vormide hulka {(1, … , (s}.


Teoreem 2.11 (Frobeniuse teoreem) Olgu I 1-vormide {(1, … , (s} poolt moodustatud Pfaffi süsteem, mille puhul on täidetud tingimus 


�EMBED Equation.3���,  i = 1, …, s.	(2.17)


Sel juhul leidub lokaalsete koordinaatide süsteem (x1, … , xn) nii, et 1-vormide {dx1, … , dxn} korral kehtib tingimus span{(1, … , (s} = span{dx1, … , dxn}. Siis öeldakse ka, et Pfaffi süsteem I on täielikult integreeruv.


Näide: Olgu antud Pfaffi süsteem I = {(1, (2}, kus


	(1	= dx1 – x2 dx3


	(2	= dx2 .


Arvutame välisdiferentsiaalid


	d(1	= – dx2 ( dx3


	d(2	= 0.


On ilmne, et 


d(1((1((2= 0 ja


d(2((1((2= 0


ning seega Frobeniuse tingimus (2.17) on täidetud. Pfaffi süsteem I on täielikult integreeruv ja järelikult on esitatav eksaktsete 1-vormide abil. Antud juhul I = {� eq \o((1,~)�, (2}, kus


	� eq \o((1,~)�	= (1 – x3(2 = dx1 – x2 dx3 – x3 dx2 = d(x1 – x2 x3).
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